ТЯ 


广义 解析 函数 及 其 拓 广 


БИ DOR м № 等 编著 


河北 教育 出 版 社 


《广义 解析 函数 及 其 拓 广 ”内 容 提要 


本 书 共 分 六 章 ， 前 三 章 是 一 些 积分 及 其 性 
质 ， 拟 共 形 映射 与 广义 解析 函数 ， 其 中 写 入 了 
有 关 拟 共 形 映射 与 广义 解析 函数 的 一 些 新 内 
容 ， 如 在 第 三 章 中 较 系 统 的 介绍 了 广义 解析 函 
数 的 各 种 边 值 问题 。 本 省 的 后 三 章 主要 讲述 二 
阶 柚 圆 型 方程 ， 多 个 未 知 函 数 的 椭圆 型 方程 组 
以 及 Clifford 代数 上 的 解析 广 ， 共 中 有 不 少 
内 容 是 作者 在 近年 来 获得 的 新 结果 ， 如 第 五 章 
讨论 了 多 个 未 知 通 数 的 一 阶 、 二 阶 线性 与 非 线 
性 椭 罗 型 方程 组 一 些 边 值 问题 的 可 解 性 ， 这 些 
结果 包括 广义 超 解析 函数 的 相应 定理 作为 特别 
情形 。 

本 书 可 作为 高 等 学 校 数学 系 学 生 和 研究 生 
的 教学 材料 ， 也 可 供 大 学 数学 教师 与 科学 技术 
ARBA. 
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解析 函数 反映 了 力学 、 物 理 中 一 些 特殊 的 实际 现象 ， 它 的 理 
论 已 比较 系统 、 深 入 ， 而 广义 解析 函数 是 解析 函数 的 扩充 ， 它 反 
映 着 比 解析 函数 更 一 般 的 力学 、 物 理 现象 。 大 家 知道 ,解析 函数 


可 看 成 是 Cauchy-Riemann 方 程 组 : 2.30 ди, д. 


Әк = Эу" Эу = Эх 
ЗРЗЕ С руно АЕ, ПГ RN ВАС НЕ О MAND R 
M; а. - > = аи + bu, + и. си + йу 
于 平面 区 域内 的 解 。 


L. Bers 5 H. Н. Bekya Я (0) 进行 了 开创 
性 的 工作 ， 得 到 了 重要 的 研究 成 果 ， 他 们 分 别 出 版 了 专著 ， 并 把 
这 种 理论 称 为 《 准 解析 函数 》 与 《广义 解析 函数 》( 以 后 我 们 统称 
为 广义 解析 函数 ). 对 于 广义 解析 函数 ， 也 有 相应 于 解析 函数 的 积 
分 理论 和 级 数理 论 ， 还 有 其 它 不 少 类 似 于 解析 函数 的 性 质 。 至 于 
广义 解析 函数 的 几何 理论 ， 例 如 Riemann 变换 定理 ， 对 于 方程 


组 (O 一 般 是 不 成 立 的 ， 但 对 于 一 致 酉 加 型 方程 组 ，-9u_ 


ду 
ди Зи до _ „ди ди 
5х ду 9 4х + %у 仍 有 相应 的 Riemann 变换 


定理 ， 这 也 称 为 拟 共 形 映射 的 基本 定理 . 
И.Н.Векуа 的 《广义 解析 函数 》 已 在 1960 年 翻译 成 中 文 ， 
并 由 人 民 教 育 出 版 社 出 版 ， 但 时 间 已 过 去 20 多 年 了 ， 这 个 方向 


。1 。 


的 理论 有 了 很 大 的 发 展 ， 需 要 进一步 总 结 这 方面 的 研究 成 果 。 在 
本 书 的 前 三 章 ， 补 充 了 一 些 有 关 广 义 解析 函数 的 新 内 容 ， 例 如 在 
第 二 章 中 写 入 了 线性 情形 下 拟 共 形 映射 的 基本 定理 及 其 证 明 ， 第 
三 章 则 较 系统 地 介绍 了 广义 解析 函数 的 各 种 边 值 问题 。 本 书 的 后 
三 章 是 И.Н.Векуа 的 《广义 解析 函数 ?一 书 中 所 没有 的 ， 例 如 第 
六 章 介绍 了 Clifford 代数 上 的 解析 性 ， 第 五 章 则 讨论 了 多 个 未 
知 函 数 的 一 阶 、 二 阶 线性 与 非 线性 椭 贺 型 方程 组 一 些 边 值 问题 的 
可 解 性 ， 其 中 有 不 少 内 容 是 作者 在 近年 来 获得 的 新 结果 ， 这 些 结 
果 包 括 广义 超 解析 函数 的 相应 定理 作为 特殊 情形 . 

两 、 三 年 前 ， 在 我 国 出 版 了 《 共 形 映射 与 边 值 问题 》 及 《 线 
性 与 非 线性 椭圆 型 复方 程 》, 前 者 是 一 本 基础 专门 的 书 ， 后 者 是 一 
本 专门 著作 ， 在 这 两 者 间 需 要 有 一 座 桥梁 ， 而 本 书 就 起 着 桥梁 的 
作用 ， 它 既是 《 共 形 映射 与 边 值 问题 》 理 论 的 进一步 提高 ， 又 是 
《线性 与 非 线 性 椭圆 型 复方 程 》 的 理论 基础 ， 这 也 是 我 们 编写 本 
书 的 一 个 目的 。 

近 十 年 来 ， 我 国 在 “奇异 积分 方程 与 边 值 问题 ”的 研究 上 是 
有 成 绩 的 ， 这 个 方向 的 教学 和 科研 队伍 已 经 形成 ， 并 且 还 在 进 一 
步 壮 大 和 发 展 。 因 此 本 书 的 出 版 不 仅 可 满足 这 个 方向 的 大 学 高 年 
级 学 生 的 学 习 需 要 ， 而 且 也 可 作为 有 关 研 究 生 的 教学 材料 。 由 于 
广义 解析 函数 有 着 明显 的 实际 背景 ， 它 在 流体 力学 、 弹 性 力学 等 
方面 有 着 广泛 和 重要 的 应 用 ， 因 此 本 书 也 可 供 从 事 应 用 数学 的 科 
技工 作者 参阅 。 

本 书 的 出 版 是 集体 工作 的 成 果 ， 因 为 不 少 同志 都 参加 了 本 书 
的 编写 和 审阅 工作 。 本 书 的 第 一 章 、 第 四 章 是 由 杨 广 武 、 许 克 
明 、 高 善 智 起 草 的 ， 第 二 章 、 第 六 章 是 由 黄 沙 、 李 生 训 编写 的 ， 
而 第 三 章 、 第 五 章 是 由 闻 国 椿 书写 的 ， 闻 国 桂 还 对 全 书 的 初稿 作 
了 修改 和 补充 ， 并 写 了 序言 和 参考 文献 、 参 加 编写 本 书 的 全 体 同 
志 又 分 别 审阅 了 全 书 各 章 的 内 容 。 在 编写 本 书 时 ， 我 们 力图 做 到 
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由 浅 入 深 、 以 便于 读者 学 习 ， 但 限于 作者 的 水 平 ， 缺 点 和 错误 在 
所 难免 ， 欢 迎 读者 批评 、 指 正 . 


作者 
1987 年 1 月 
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第 一 章 一 些 积分 及 其 性 质 


本 章 的 内 容 是 以 后 各 章 讨论 广义 解析 函数 及 其 拓 广 的 基本 工 
Я. 这里， 我 们 将 先 介绍 一 些 函数 类 ， 进 而 介绍 广义 微 商 的 概 
念 ， 在 此 基础 上 讨论 积分 Tf 和 IIf 及 其 性 质 。 


$1 一 些 函 数 类 


本 节 先 给 出 后 面 经 常用 到 的 一 些 函数 类 和 完备 的 赋 范 线性 空 
间 。 假 定 G 是 复 平面 上 的 一 个 区 域 ， 而 1(z) 70, у) 是 定义 
在 闭 区 域 G 上 的 一 个 复 函 数 。 


=, (G), Са(@) M CG) 类 

RAAI 以 及 它 的 直到 m 阶 ӨТ х, уй) 偏 微 商都 
ЕКО 上 连续 ， 那 么 将 写 为 JEC"(C). 当然, 在 边界 点 
Zo 的 о 


(k, 1=0, 1, 2,:) 


k+l 
( у ), = Bm 2 


我 们 规定 C"(G) =C(G)， 它 表示 定义 在 G 上 的 连续 函数 集合 。 
如 果 用 公式 


ал) сч, @)= C" “p-> 5 (5 ; z ?) 


来 定义 C"(B) HER IHR, Rh 


21 djaai 2] 
(zr a )= max | 


并 用 p(f，g)=C”"(f -8) 来 定义 C"(G) 中 元 素 f 与 8 的 距离 ， 
那么 不 难 证 明 C"(G) 构成 一 个 Banach 型 完备 空间 。 显 然 ， 
CG) 中 的 元 素 有 如 下 性 质 , 3 f, ЄС"), W fg Ec"), 
并 且 
Cm(fg)<C”(f)C”(g), 

2, 2, 为 闭 集 G 上 的 任意 两 点 ， 函 数 j(z) 在 马上 满足 
条 件 
(1.2) С) — f (2) <H|z,- 25|", 0<c<1 
其 中 及 和 a 是 与 点 z1, 2, 的 选择 无 关 的 正常 数 .我 们 以 HO) 表示 
满足 不 等 式 (1.2) 中 数理 的 下 确 界 ,并 称 它 为 函数 f(z) 的 Holder 
常数 ， 而 @。 称 为 Hilder 指数 。 显 然 ， 


- (а) = 12.) | 
H(f)=H(/, а, G) ane Ros ^ , 


(1.3) 01) — f(z,)|<H(f)|z, - z)" 0<а<1, 

不 等 式 (1.3) 称 为 Hilder 条 件 。 今 后 ， 我 们 用 He(G) 表示 满 
д (1.3) 且 具 有 同一 指数 a 的 函数 集合 ， 这 样 的 函数 集合 , 也 有 
时 叫 作 Holder 函数 类 。 

BA, WR f2) EHG), WA f| th H R F HG). 
另外 ， 如 果 G 有 界 而 且 f(z)E He(G)， 则 它 也 将 属于 HG), 
其 中 p<a。 

对 于 满足 H6lder 条 件 (1.3) 的 一 切 ( 只 有 同一 指数 a 的 》 
有 界 函 数 的 集合 ， 我 们 用 记号 Ce(G) ЖЖ. 如 果 G 是 有 界 区 
域 ， 则 С.(б)=Н.(б), Ш G 为 无 界 域 时 ， C,.(0)C H.(0). 

B f2) ECG), ВИНАХ 
(1.4) Calf, DECL = С, +H, а, @). 

来 定义 集合 Ce(G) 中 元 素 了 的 范 数 ， 那 么 Ce(G) 就 成 为 一 个 
，2,， 


D 


Banach 型 完备 空间 。 

定理 1.1 线性 赋 范 空间 Ca(G) 是 Banach 型 空间 。 

证 实际 上 , 我们 只 证 其 完备 性 即 可 。 在 Ce(G) 中 用 
осї, в) = Calf - g) 来 定义 元 素 了 与 g 的 距离 ， 并 设 {f(z)} 为 
С«(@) 中 的 任意 一 个 Cauchy 序列 ， 即 对 于 任 给 的 se>0， 必 存 
在 自然 数 N(e), 484824 т, n>N(e) 时 ， 不 等 式 

РС» f.) = Calfa fn) = C(f..- f.) + НО - f,) <£ 
成 立 ， 贝 此 有 
(1.5) Clfn-f,)<e, H(f,- fE, 
根据 空间 C(G) 的 完备 性 并 利用 (1.5)， 易 知 存在 一 个 fEC(G) 
HH SEC). FZS (1.5) 中 的 na~*co， 得 

С(ј„- f) <е, H(f,-f)<e, 
从 而 
р», Р СО - f) + H(f,.- f) <2e 
因而 当 mm 一 co 时 ，p(fn，f)->0。 这 就 表明 Ce(G) 是 一 个 完备 
空间 。 

显然 ， 若 f，g ECo(G)， 则 fgECo(G)， 并 有 

(1.6) Calfg)<Ca(fyC(g) + C(f)C,(g), 
(1.7) Calfg) <. (3) С, (g), 
设 JECe(G)， 而 g(w) 是 在 函数 4= f(z) 所 取 值 的 集合 上 
给 定 的 属于 Ce 类 的 函数 ， 则 
h(z)=g[f(z)]€ C,,(@), 
这 是 因为 
(ал) = Саа) 11807 (z) ]- в (z) 01 Нав) fz) а)? 
<H(g)LHe(f) Jlz, - 2,18, 

在 上 述 C"(C) 与 Ce(G) 函数 类 的 基础 上 ， 我 们 考虑 Cr(G) 

函数 类 ， 该 类 中 的 函数 是 满足 条 件 


ehy EC (k=0, 1,--, т), 0<а<1 


的 空间 C"(G) 中 的 元 素 。 若 用 公式 
m 2" 
. Calf, G)y=C2(f) = С" H| а= а, Q 
(1.8) CG, =C) D+ (5 » ) 


来 定义 C2(G@) 中 元 素 的 范 数 ， 那 么 易 知 C2(@G) 成 为 一 个 Banach 
型 完备 空间 。 

Fih, ВЕ С:(@), WA 186346), Е. 
(1.9) Сів, 9) <С30)С: (6). 

今后 ， 用 己 表 示 全 平面 ， 而 用 Е, 表示 单位 贺 |z|<1， 记 号 
C"(E) (C3(E)) 将 被 理解 为 适合 条 件 : f(z) 和 帮工 ) ec” (ED 


(C2(E,)) 的 f(z) 的 集合 ， 类 似 地 也 可 以 讨论 Banach 型 空间 


C"(E) 和 CalE), 


二 、Lp(G) 类 
MLO 表示 在 @ 上 Pp 次 宕 可 和 洱 数 的 集合 ， 并 在 此 集合 
中 定义 元 素 f 的 范 数 为 


DGD=LIn 0 = [ ff opao: |= 
G 


关于 范 数 有 如 下 两 个 不 等 式 ; 
Hilder FER: ЕТ», (0), k=1, 2%, n, ЖЕ 


е НАС! 1 
之 天 一 十 二 本 二 
p p P, Pa”? 


W fiffa ELG), ЭН. 
(1.10) L (ff. fn) SL, f) Lo, fa) Lo, Ч»), PSL 
Minkowski 不 等 式 ， Ж fis |, 100), W fit f,+ 


. 4. 


а 


кў, Є1.00), ЗЕН. 
(1.11) L,(fi+rf.+ 
р2>1. 
下 面 证 明 线性 赋 范 空间 LO 是 完备 的 。 


МЕ. + L Cf.) + + О 


定理 1.2 IL,(G) 是 一 个 Banach 空间 。 


证 我 们 用 p(f，8g) = Le(f- g) 来 定义 Lp(G) 中 元 素 f 与 
如 的 距离 ， 只 要 证 明 下 列 事实 就 可 以 了 : +; 41} 是 Lo(G) (1<P 


<o) 中 的 任意 一 个 Cauchy 序列 , 则 存在 一 个 元 素 1€ Lp(G)， 
使 得 {fn} 在 Lo(G》 中 收敛 于 了 


事实 上 ， 由 于 


Jim Lom- fa) =0, 
因而 能 从 {fn} 中 选 出 一 个 子 序列 {f,,}， 使 其 满足 


10-19 X, 


ФЕ вл = 1 У las -iab Эр, Я 
kel 
lenh ERW EIH, BDA 
limgn(2) = g(2), 
由 Levi 渐 升 函数 列 积分 定理 和 Minkowski 不 等 式 得 到 


[[евсеузеад, = 人 iiecoaraos 
lim 
G G 


G 


Е т ff [ | + а а ао. 


e 5 > 


1 i 
r 


К "(| Jr а | + 3 [Г Ра 1 Y 


< š G 


«ву 


因而 g(z) 几乎 处 处 有 限 ， 且 g(z)ELz(G)。 由 此 得 到 函数 列 
Ú.) = fs, + 52 љо 在 已 上 几乎 处 处 收 全 到 可 和 男 
kel 


数 f(z)， 且 1(z)ELn(G). 
现在 证 明 (f. 在 Ln(G) ШИ. 事实 上 , 根据 
Fatou 引 理 可 得 


алә its-tleaos= ff iim lf- aao, 


G G 
<A Sf ifn- ас, 
G 


НЯ {/,} 是 一 个 Canchy 序列 ， 因 此 对 任意 给 定 的 2>0， 当 n， 
nm 充分 大 时 ， 不 等 式 〈1.12) 右 端 的 积分 值 就 小 于 e。 于 是 ， 对 
任意 给 定 的 e>0， 当 n 充分 大 时 ， 不 等 式 


[| - лево, <е 


G 
成 立 。 由 此 得 到 lim | | f,- ylzaos= 0, 1,0) 空间 是 完备 
G 


的 。 
我 们 指出 ， 在 G 是 有 界 域 的 情况 下 ， 显 然 有 关系 
`. 6. 


yx. 


(1.13) стс с") ств) (8) 
(т>0, 0<а<1, p>q>1) 

定义 1.1 设 f(z)ELp(G)， 如 果 对 于 任意 2>0， 都 可 以 找 

到 0(e)>0， 只 要 当 |Az|<o(le) 时 ， 就 有 | 
Lo(f (z+ Az) - Ка) <€, 

则 称 函数 EL 内 了 次 平均 连续 〈 也 就 是 在 度量 Le(@) ж 
义 下 的 连续 性 ,或 称 函 数 了 在 LG) 内 整体 连续 。 

定理 1.5 GHAR, JELG), 当 z 在 G 外 时 
f(z) 三 0， 则 f(z) 在 G 内 是 整体 连续 的 。 

证 H Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 ， 可 知 对 任意 se>0， 必 
可 找 出 6(e)>0， 使 得 当 可 测 集 ECG，mE<6(e) 时 ， 成 立 
不 等 式 


(1.14) (Jiroro) < == А 


XH Лузин E EB T М, XT 0,00) >20, АЖ Ж ЕСС, 使 得 
т(С- Р) <0,(0) Н. f(z) 在 F 上 是 连续 函数 。 于 是 jz) ЖЕ 
上 一 致 连续 ， 对 e>0， 必 存在 (se)>0， 当 |Az|<0,(e) 时 ， 成 
立 不 等 式 


(1.15) lf(z+ Az) - fG)|° < 


5 > 


利用 (1.14)、(1.15) 可 知 ， 取 6= min(0,(e), 0,(2)}, MB 
14z|<6 时 ， 


( ff lf(z+ Az) - као) 
G 


Е (ff tser an ray ао, + || G + an томо)? 
z .6-8 ; 


。7 。 


< 人 
(Jf era. «(ке 
F 


G~. 


这 就 证 明了 了 E Lp(G) 的 整体 连续 性 。 
定义 1.2 10/6100), f€ L,(G), # lim Lolfa- f) = 0, 


则 称 函 数 序列 {fr} 以 ИН f, ШЧА . 
1,00) 中 强 收敛 于 了 


定义 1.3 R ELG), f ELG) вк 


车 
п іт Г 1.840, = [Гао 
G G 


则 称 函 数 序列 (f) 在 1,00) hka mak 7, ау, В f, 
定义 1.4 10 7,1,0), JELG), HAER E ЮЖ 
a>0， 有 


lim mesELz||f,(z) - f(z)|>a]=0, 


则 称 函数 序列 {fn} 依 测度 收敛 于 函数 f， 记 为 f,->f， 上 述 三 
种 收敛 有 如 下 关系 ， 

定理 1.4 57,61,00), f€ L,(0), # Lolfa- H> 8 
поо), Ш] 

рләр D hh 


ĝo 


D 从 (fa 中 可 以 选 出 子 序列 (f, CE G 内 几乎 处 处 收 


AFI ( 简 记 为 I P p. 


证 1) 由 H6lder 不 等 式 ， 可 推 得 


|[львао, = [È звао, |< || 1t- Пао, 


G G “à 


«Го nay [Jaa 
G G 


一 0 (ï п->оо) G + š =1). 


2) 因为 对 任意 固定 的 c> 0， 如 果 
A4n(a) = E[z||J,(z) ~ f(z)|>aJ, 
u 
ffit- tleaos> [| Itn- aa,>amesa,Q, 


с Anta) 


由 于 a? 是 大 于 零 的 常数 ， 故 当 上 式 左 边 趋向 于 零 时 ， 该 式 的 右 
ЗН mes A,(a) >0, HI farf CH поо), 、 

3) 由 2) Yf, >f, 根据 攻 [160] 中 下 .Riesz 定理 可 知 必 
BFA Und ИР), 

定义 1.5 设 集合 ACL,(G), WE А 中 的 任何 无 穷 序列 都 
包含 着 一 个 强 收敛 于 4 中 的 元 素 的 子 序列 ， 则 称 集合 4 是 致密 
的 。 

定义 1.6 设 集合 ALp(G)， 如 果 存 在 常数 M> 0， 使 得 对 
任意 的 zE8 和 任何 f(z2)EA, 都 有 Lo(f)<M。 那么 称 集合 A 
1,00) 中 是 一 致 有 界 的 。 

定理 1.5 ÆA АС), ША 为 致密 的 充 要 条 件 是 ， 


.9. 


AELG) 中 一 致 有 界 并 且 同 等 连续 〈 在 Ls(G) 中 度量 的 意义 
Р). 

定义 1.7 设 集合 ACLp(G)， 如 果 A 中 的 任何 无 穷 序 列 都 
包含 着 一 个 弱 收敛 于 A 中 的 元 素 的 子 序列 ， 则 称 集合 4 是 弱 致 
密 的 。 

定理 1.6 设 集合 ACLb(G)， 则 A 为 弱 致密 的 充 要 条 件 
Æ: AELG) 中 一 致 有 界 。 

定理 1.5 和 定理 1.6 的 证 明 ， 可 以 在 书 [109] 中 找到 。 


三 、Lp(E) 类 
设 定义 在 全 平面 BE 上 的 函数 1(z) 同时 满足 条 件 


JG) ELp (Еу), ўа) = (2) ELE), р>1, 


RHE 为 单位 贺 lz| 和 1， 而 v 是 某 个 实数 。 我 们 把 这 样 的 函数 
集合 记 为 Zn*(E) 或 简写 为 Lp,。。 


WR IELE), p>, ¿= 1, 则 有 


MI расса 


1 Ë 
121 lzl<l Д z ) е 


SCEO 


这 表明 Lo(E)=Ls，4(E). 


如 果 Nh<$ <p, 则 对 于 |z|<1， 有 


ВЕЗНА 


* 10» 


> 


由 此 可 推出 下 述 关系 
(1.16) L, (E)ƏL,(E)=L; (E) РЁ, (Е), pk<4=<pu, ` 

如 果 用 

Ly, (Í) = Ly(f, Е) +1» Еу), p21 

来 定义 Lp 中 元 素 的 范 数 ,那么 不 难 证 明 Ln*(E) 是 一 个 
Banach 型 完备 空间 、 

ik f€ Lp, 并 且 8 为 E 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 那 Z fg € Lp,,, 
这 是 因为 ,车 18| <м, ВАН 


Jf aaa, <ue|[ nae, 
E Ei 


Juara, м? | [уе 
E; Е 
可 推 知 181», 
下 面 再 给 出 一 个 定理 ， 
定理 1.7 GHAR, CLG), mA za в, 
f(z) =0, v 为 任意 实数 ， 那 么 
D Lp(G)CLpv(E) 
2) 10.0 E)<ML;(f, G), (M 为 常数 )。 
证 1) 任 取 fELn(G)， 由 于 


[пао [вао 


El G 


. 11° 


Jara, ae <| Jara, 


<м[1леао., 
G 


其 中 N 为 常数 ， 故 知 1ELpw(E)， 从 而 1500) СІ, (E), 
2) 任 取 fELn(G)， 则 由 


Lp, (E) = Lp(f, Ei)+ Lp(fE,) 


=(J| мно) (Д а оо е.) 


Е1 1 


ОУ 
G G 


<а+м ( [È iao.) 
G 
易 知 1.0 E)<ML,(f, @)， 其 中 常数 M= 1+M。 


四 、D-(G) 21,06) 类 
设 了 是 定义 在 域 G 上 的 函数 ， 集 合 {zEGIf(z) 闪 0} 的 闭 


6, 266170) =0} 称 为 f(z) 的 支 集 ， 记 为 suppf。 

i& f€ C"(G) 并 且 suppfCG, 这 样 的 函数 集合 记 作 РСС). 
而 对 DG 中 具有 任意 阶 偏 微 商 的 函数 所 组 成 的 子 集 ， 则 用 
D-(G) Жж. 

函数 类 D:(G)[ 包 括 任何 的 D:(G)] 的 重要 性 质 就 在 于 它 在 
空间 C，C3 和 Le 中 是 稠密 的 。 

定理 1.8 设 1 入 p<co， 则 D-(G) ELO НЯ. 


. 12. 


证 REH D.E) 中 的 一 个 元 素 : 令 


А f exp( -a аа. z ЖХ 


12161 


60) = Ф Roh- М<а. 
0 li> 


则 g(z) 具有 人 性质: 


СА) в СЕРЫЕ» (В) [| aya, = 
Е 


(C) 0< g(2 < < (D) suppg(z) = (z€ E||z|<1), 
对 任意 实数 9>0， 作 函数 


802, D=o( 45+), 
ffe, t)do,= 1, 


f, 260, 
8761.00), ming 了 ={ UJELE). HE 
0, 8, 
义 函 数 
AID Gf- | | Fe- spogtpao= [| aya, nae, 
Б Е 


那么 Gsf(z) 有 以 下 性 质 ， 
G) 如 果 JELKG)， 那 么 由 于 gs(z， p= a= (zt ) 关 


• 13. 


于 z 是 一 个 无 穷 次 可 微 函数 ， 各 阶 导数 在 |z- 1i > ЕТ, 
EMD 表示 各 阶 微分 算 子 ， 则 


(1.18) DiGi (2 = || FD pla G, Ddo, 
E 


这 表明 G,f(z) € C%(E), i 
(2) # KEG, JELG) ВЖ GK 上 等 于 零 ， 又 
6<distf(K，F) = нива, z.), ГЖ G 之 边界 ， 则 有 


21K, 20 


(1.19) 90б) = ff Fee- оова 
Е 


ff 了 (z- ot)g(t) о, 


t 


记 K,= {26 Е|413 (2, К)<6}, 集合 
В(2, 0) = {2-61 | <1} 
ЖИ, ОЛЕНИ. М zeK, 时 ，B(z，0) ПК=ф, 根 
据 假定 了 在 G\K 上 等 于 零 。 由 此 知 了 在 B(z，6) LURR. 
因而 由 (1.19) 可 得 出 
Gsf(z)=0, VzEK，。 

联合 (1.18) 可 推 得 Gaf(z)ED-(G)。 

(3) 如果 fELp(G)(1<p<co)， 则 Gsf(z) Æ LG) 中 收 
У. 

事实 上 ， 对 1<p<co， 若 fjELn(G) ， 则 fEL(B)， 由 
(2)》 知 GefED2(G)。 又 


баја) -fa = [| Ора 00) -Fdan 


< 


，14。 


f 


Gf- ao,= ||| || Оа во - То всозао. | do, 
G # <! 


рео ео |) [По |" ау paos 


<1 


从 


/ 


<ы|[( || |7e-op = оао 


其 中 M 是 由 g(t) 的 有 界 性 得 到 的 常数 。 根 据 函 数 了 的 整体 连续 
性 可 知 当 6 一 0 时 ， 上 述 不 等 式 右边 趋 于 零 。 从 而 
іт Lo(Gsf 0 = 0. 


显然 ， 取 对 应 于 0-0 的 一 串 函 数 Gsf， 构 成 一 个 有 任何 阶 连续 
导数 的 函数 列 {Gsf}， 此 函数 列强 收敛 于 函数 JEILz(G)， 故 得 
D%(G) 类 在 1,00) HAE. 

相应 地 我 们 引入 下 述 定理 ， 

定理 1.9 #6’ 是 包含 8 的 开 集 , 则 存在 序列 fn EDG), 
它 按 C2(8》 中 的 度量 收敛 于 EC2(G)， 即 

lim Ci(f, ~ f, @)=0. 

另外 ， 有 时 我 们 需要 考虑 函数 集合 UO, BUTE OO) 
是 G 中 的 关于 z 的 单 值 解析 函数 ， 并 且 在 G 的 内 部 中 (2) 可 以 
AMLE ДЖО 的 离散 集合 。 显 然 

fte, fs, LEIO. 

若 ва) 的 值 属于 1(z) 的 定义 域 ， 则 f(g8(z)) € 2*(G)。 

以 后 还 会 遇 到 在 G 内 连续 的 解析 函数 类 ， 它 是 UNG) 与 


С(С) 的 交集 ， 记 为 
UG) = BG) NCG) - 1*(GXC(G5) 


+ 15°. 


五 、 曲 线 上 的 函数 类 

设 卫 是 复 平面 上 的 一 条 篇 单 闭 的 芒 非 闭 的 可 求 长 Jordan 曲 
线 ， 其 方程 可 以 写 为 

z(s)=x(s) + уб), (0<s<D), 

这 里 z(s) 是 曲线 上 对 应 于 弧 长 s 的 点 ， 而 s 是 由 T 上 某 固定 
点 算 起 的 。 如 果 函 数 z(s) 直到 m 阶 的 导数 , 都 在 闭 区 间 0<s<1 
上 连续 ， 则 称 曲 线 T 属 于 C" 类 。 如 果 第 m 阶 导数 z"(s) 在 
0<s<1 上 还 满足 指数 为 a(0<a<1》 的 H6lder ЖФ, 

[ат (ву) - z"(s,)|<H|s- s|“ 0<s, $5 0<a<1, 
RPH fias ERRER, Mk TEC 

设 在 简单 可 求 长 Jordan 曲线 上 给 定 函 数 1(z)，zET， 我们 
把 它 当 作 弧 长 s 的 函数 1(z(s)) = f(s)。 如 果 了 (s) 以 及 它 的 直到 
m 阶 微 商都 在 闭 区 间 0<s<i 上 连续 ， 则 说 f 属 于 C"(P) 类 ， 即 
fEC™(T)。 此 外 ， 如 果 f‘"(s) 满 足 指数 为 a(0<a<1) 的 Hölder 
ЖЕ, ВА ЕСГ. 

如 果 分 别 以 下 述 方式 定义 元 素 的 范 数 ， 


m dk 
сиг У (Rh г), sreo, 
ket , 


с, гәс", +Н(27, г, а), з peck, 
那么 集合 C"(T) 与 C2(T) 将 成 为 Banach 型 完备 空间 ， 其 中 
C(#,T)=max|lf(s)|, 


Н, Г, а) = sup lf(s) СЭЛ 


9<slys3<t $: — 52|“ ° 


. 16 。 


$2 广义 微 商 的 概念 


一 、 ви, 也 的 引入 与 Green 公式 


设 z=x+iy，w(z)=w+iv， 我 们 引入 下 述 两 种 运算 


av _ 1/92w ,ow 
2:0 так a 


абер 


以 上 两 式 分 别称 为 w рс z 048 Й. ВА, w wF T x П 
?的 偏 微 商 可 由 (2.1) 导 出 


AS 
于 是 (2.1) 式 又 可 写 为 


ду др т Э д =i 3w gw ). 


4 Ea - 3) 
(2.2) 

ov _ ди au до ди 
эрезе а stg) 


如 果 对 解析 函数 四 (z) 施 以 运算 — 2 > 2, 则 由 (2.2) 可 知 


а _ 
(2.3) I oa), 22-0, 


由 此 可 见 ，(2.3) 的 第 一 个 等 式 就 是 解析 函数 对 自 变 量 的 微 商 ， 
而 第 二 个 等 式 是 Cauchy-Ricmann 方程 组 的 复数 写法 。 
如 果 WwEC'(G)， 而 < 20 (G)， 则 显然 有 


. 17. 


Xw) - Ф2% (Фу) _ + w 
92 


(2.4) 5.’ ЗЕ Э ° 


使 用 运算 符号 时 -与 好 ， 可 以 给 出 Green 公式 的 复 形式 。 设 


GHEARR, RART E 一 些 简单 的 逐 段 可 求 长 闭 曲线 ， 若 
wECIG)， 则 由 (2.2) 利 用 Green 公式 ， 可 得 


(2.5) f 2w йд. = И % š > + (2 +2)|axay 


G G 


= 3 [ох + иду + i( - иах + ойу) 


T 


= 去 [уда 
类 似 可 得 

gw _ -1 
а. J| ae. qvos, 

公式 (2.5)，(2.6) 即 为 Green ААШЯЖЕ. TERAH, 

车 w(z) EC(G) NC'(G)， 只 要 选 闭 子 域 序列 ;二 G， 使 得 Gn 的 
边界 ,为 一 些 逐 段 的 可 求 长 闲 曲 线 ， 且 当 n-: co 时，Gn 一 G， 
那么 上 述 公式 仍然 成 立 。 


二 、 非 齐 次 Cauchy-Riemann 复方 程 的 解 
考虑 非 齐 次 Cauchy-Riemann 方程 组 


ди _ Әу аи + 9 
Эх y EC У), -D +-5х "hO y) 


其 中 8g 5 h ЖР x, уаз. MAOC), LR 
方程 组 可 化 为 复 形式 


.1R 。 


(2.7) 59 = a, pE, w(z)=u+iv, 


为 了 给 出 (2.7) 的 解 的 表示 式 , 我 们 还 必须 给 出 Pompeiu 公式 。 
ЄС, м№(2)Ә ЄС(@) NCG), ХЇ 2>0， 记 区 域 G 与 
|2- 引 >e HREH 6. б.со, жй») УФ) = > 


a 
有 
2 (wp) = +9 = 2w Ф, Ч2ЕС.. 
# G, EX} wO 使 用 公式 (2.5) 
3 СИРР A ° 
(2.8) [= (\Ф)ав,= 4 [woaz zi f WwW 中 dz， 
G; г Гаа 
由 于 
1 w(z) 
ЕЯ 2-67“ 
12-61 = 
= 二 WO) q, L 1902) ~ м(б) 
HJ 2-6 х! zeg чана 
aw) (4-0), 
于 是 令 e 一 0， 由 (2.8) 可 得 
9» 
ЕЯ >. yee w(z 
Е Е. Г: 79 dz- nw). 
由 此 推 得 Pompeiu 公式 
ow 
С fwe) j 722 
(2.9) уфы я [1 TR az- 1 || y tos 
G 


° 19 ° 


类 似 地 还 有 
ССА 
210 ж0= - а - | 3z do, 
G 


олі) 2-Е xj) ЕЁ 


现在 考虑 复方 程 (2.7)。 若 fEC(G)， 那 么 由 (2.9) 立即 得 
出 (2.7) 的 解 w(z) ECC Nn C1(G) 的 表示 式 


(2.11) м) = (2966) dc- = о do, 
G 


211) 6-1 
=Ф(2) +ТЬ 
其 中 
_ 1 (we) а Ко 
ows | Е M= =) с: 40 


积分 Tf= - || ао 如 何 计算 ? 在 这 里 ， 我 们 只 就 


f= 1(x，2?) 是 变量 x, y 的 解析 函数 , 给 出 计算 Tf 的 较 简单 的 公 
x. 


W xsia) y= F-RA f(x，y)， 并 计算 不 定 
积分 


Fe, = [1( ziz, Z а, 


BRZEGI =f, 于 是 利用 公式 (2.9) 可 得 


= 1 [ECO 
(2.12) Tf= Е(2,2) mi) t-z 45, z€G. 


EET, МИО, 9) 的 导出 ， 可 得 
。20 ， 


оби ОИ КЕ. -1 {Fe 
(5.19) Т/= 站 | na, =Í Z= ас, 


这 表明 Tf 在 G+T 外 是 连续 的 ， 并 且 在 z= co 变 为 0。 若 记 


Ф(2) = A |. dt, zër. 
Smig Ġ-z 


22. 8 Соходкий-Р1ете!) 公式 可 推 得 
Е, -Ф* (= -P(t), tET, 
由 此 知 (2.12) 与 (2.13) 的 右 端 在 G 的 边界 T 上 相等 ， 从 而 积分 
Tf 在 全 平面 上 连续 。 a 
Я 设 G:|zi<1, Г, |21=1, f= z°z", n! m 329 ЗЕ № 
数 ， 算 出 不 定 积分 


Е(2,2) = [очта =— ис, 
J m+1 $ 


当 zEG 时 ， 由 公式 (2.12) 可 得 


ZL gsm- 当 > 
ze T pin тнр Antam +1, 
An a Porat 
Е Мп<т+1, 
而 当 ze @ BR, НАД (2.13), 44 
0, 3 и>т +1, 
T= О de={ wn 
2лі -7 65 
г m1 ° 当 n<m+1l。 


Z. Т/ 周 于 Ln(G)(1<n<2) 的 性 质 
引 理 2.1 设 JELn(G) 且 在 有 界 域 G 外 ，f= 0。 著 入 <?， 


则 当 p> H, В 


(2.14) в) = ПЕ! Е 


在 全 平面 连续 。 
证 〈2.14) 中 的 第 二 个 积分 可 视 为 取 在 以 z= 0 为 心 ЦИ 
ЖЕНИ GDG 上 ， 考 察 


gz) ваа = [[16+ Et do 
Св 


利用 H5lder 不 等 式 可 得 
|g(z) – g(z;)| 


sees и ш (| Пе" «у, 


由 于 p> 一 一 ， 和 <2， тА1-1-1 l> 从 而 M <2 М 


2- = 
以 

(lel е) <м caso. 
根据 定理 1.3, | 一 z>0 时 
(ifi 为， ae) 一 


由 此 推出 8(z) 的 连续 性 。 这 就 是 所 要 证 明 的 。 
定理 2.1 若 G 为 有 界 域 且 fEL,(G)， 则 积分 


(2.15) Tf=ToJ = = || ао, 
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210 T=70f= 71 002 ао, 


对 于 G INRA HA z РЕ, JEE Tes t3 of te G Ж y B| Я z, 
z М, НЕЕ. 
证 由 于 


` с 1 
ил< Е аи Jeta, 
易 知 Tf 与 Tj 对 于 G 外 的 所 有 z 点 存在 。 其 余 结论 显然 成 立 , 
引 理 2.2 设 8gELa(G)，q4>2， 并 且 在 @@ 外 8= 0, 车 


IDE ELG), W IELG), ptr 


№ 利用 反 证 法 。 假 定 JELo(G)。 用 Ex 表示 在 上 适合 
k<|fl<k+1(k=0,1,-) 的 点 集 ， 再 从 集合 序列 {Et} 中 依次 删 
去 那些 零 测度 集 合 ， 把 剩 下 的 子 集 列 记 为 {Exj} (j= 0,1,2, …)。 


设 mj=m(Ex)， 则 由 反 证 的 假定 可 知 К} mj= +оо, 4 
=0 


A. = > kim;, ПЖ A,— + оо 〈 当 nm->ce)。 作 函数 


р” 3 z€ Eko 
g(z)= l 1 1 
САА = Ауа) е / (т), BzEE:,, (0<a<1) 
显然 
miLg(2)] = (Аја - Ау"), (A-1= A), 
从 而 


heca tao, = У теб) = (Ar - Ау) <оо, 
G 1.9 2.0 
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这 表明 8(2) ELG), (а>2). 
但 是 ， 另 一 方面 又 有 


— 58 
[Поа 2 > КСА, – Ау") є ту * mj 
А Ta 


`> 
ыы а а е í (и £ 
= А7 - AF995 тт > Ут? ax-auaos 
ј-0 150 j=a 


ea 1 15а А 
>) (Aj- Aj)? А; q (А-А) - 


1-0 
1+а 


1 = - —— 
>a} (A-A-A а 
je0 


1+а 


1 N S; 
>a У (А,-А,- Ак 9 
7-0 


1 adra. 
>ar (An- A) Ау 9 。 


取信 足够 大 ， 可 使 Ar - ho> 半 4w。 于 是 由 4>2>1+a 可 知 


1+а 


ЛЕ 
[емо >21 As q >o (38 N—ço), 
G 


这 与 条 件 如 ELi(G@) 相 矛盾 ， 因 而 JEL(B)， =. 


定理 2.2 设 G 为 有 界 域 ，fEL(G)， 则 Tf 和 Tf 作为 
?EG 的 洱 数 是 几乎 处 处 存在 的 ， 并 且 属 于 L(G,)，1<<p<2， 
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其 中 G, 是 平面 上 的 任意 有 界 域 。 
证 82616), 4>2, НЕСЯ в(0)= 0, Ж 
^=1, НЫ 2.1, ИЖ 


(118001 
8.02) = Jaga 


在 E 上 连续 ， 因 而 |f(z)lg.(z) ELG). 根据 Fubini 定 理 推 得 


| 1Шв.4о, = | Hol (ал, 


G 


= ела, 
G 


其 中 
= (ие 
© = теа a 


再 由 引 理 2.2， 对 任意 的 8(z)ELs(G)，g>2， 可 推 知 


610), p= 了 <2， 注 意 到 zf «Е e do 


= 1р0), 所 以 TfELn(G)，1 和 pp<2。 又 由 定理 2.1 得 知 : TI 
在 外 解析 且 在 z=co 处 变 为 零 . 故 对 任意 有 界 域 Gr 有 
TfELp(Gx)。 显然 ， 对 Tf 有 类 似 的 结论 。 


四 、 广 义 微 商 的 概念 
先 给 出 下 述 定理 : 
定理 2.5 车 了 EL.(G)， 则 对 于 任意 的 pED%(G)， 有 
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(2.17) [г 29 ао, [| јфіо, = 0, 
G G 


(2.18) | 31-3 d0, + fodo: = 0. 
G 


G 


证 因为 9ED%(G)， 故 由 公式 (2.9)，(2.10) 得 


= L gea 1 da 
waar: 4- Е: a ¿- = 


РН ие" т(3 


G 


Г 


< ze, = (22. 


根据 定理 2.2， 可 知 TfEL,(G%)。 因 而 由 Fubini 定理 ， 有 


kaa Г 9 ан, 
Е = (= а 1да, 
й - Јева. 


从 而 (2.17) 式 成 立 。 类 似 地 可 证 (2.18) 式 。 


定义 2.1 (С.Л. Соболев 广义 微 商 ) Ш f,z € L,(G), 3:34 
HERH EDG), RWA 
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- 


2.19) 人 各 ao: + [Гоа =0 
G G 


(a [a || 646, о), 


则 称 为 函数 g 对 z GR z) 的 广义 微 商 ， 记 为 了 = gz (或 
了 = 82. 
据 此 定义 ， 可 有 以 下 几 点 : 


(1) 如 果 g8EC1G)， 而 1= -38 (普通 微 商 ). 于 是 利用 公式 
(2.5)， 对 任意 的 mpED%(G) 推 得 


jj + Jee, = jp, = ria 0. 
RRM XAN =f 因而 := -部 -， 也 就 是 说 ， 对 于 任意 


gECL(G)， 其 广义 微 商 运算 (”)? 与 普通 微 商 运 算 -362) 是 一 致 


的 。 所 以 ， 今 后 对 z 的 广义 微 商 运算 象 普通 微 商 一 样 ， 用 -2 


来 表示 ， 并 规定 3 三 如 (类 似 地 对 z 的 广义 微 商 也 有 同样 结 


论 ， 规 定 -3 =]. 
(2) 若 fEL1(G)， 由 定理 2.2 知 TfELi(Gs)， 又 根据 定理 
2.3， 有 
Әф 本 
ff rr 4, | 1940.=0. 


> (Tf)x= f. WETA, EO) 为 一 个 解析 函数 ， 则 (Tj+ 
Ф):=ј, ЖЖ (Ту Ф), = f. 
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D 今后 我 们 用 Dz(G)(D:(G)) 表 示 在 G 内 存在 对 z( 对 z) 
的 广义 微 商 的 函数 类 .显然 ,gE Dz (G) 的 充 要 条 件 是 9 ED:(G)。 
事实 上 , 设 gEDz， 那 么 将 (2.19) = R H Si Вр 2.= f, 故 
9ED,， 反 之 亦 然 。 因 此 ， 今 后 只 须 研究 函数 类 D2(G) 的 性 质 就 
足够 了 。 由 定理 2.3 显 见 ， 若 JELI(G)， 则 TfEDaz(G), 这 是 
Da(G) 类 的 一 个 重要 例子 。 

D 我 们 还 要 考虑 对 Z, z 具有 高 于 一 阶 的 广义 微 商 的 函 
数 。 若 f(z) 在 G 内 存在 所 有 的 广义 微 商 


na ра, р 
РД 3192 =т, J, У, 


并 且 它 们 都 属于 LG) Ж, p>1, 则 (2) 属于 Dm,p(G) 类 , 记 
为 JEDmp(G)( 当 p= 1 时 ， 也 可 以 用 Dn 表示 Dn) R WPG). 
着 用 公式 


f+kam 


А Саші 
Daho У (к) 


来 定义 Dm;p 类 中 元 素 的 范 数 ， 那 么 Dwp 类 就 成 为 一 个 Banach 
型 空间 。 

定理 2.4 若 gz=0 ZEG, Welz) 在 G 内 解析 ， 即 
g€ UG). 

证 RIGEN s 在 G 内 的 每 一 个 固定 点 z, 的 邻 域内 解析 就 
够 了 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 取 z= 0. Dlz= 0 为 中 心 ，R 为 
半径 作 一 个 充分 小 的 圆 Ga， 使 GeCG。 考 虑 对 于 此 圆 的 双 调 和 
Green 函数 


H(z, 0) = 21:- tlogo sL - R- 1419(1-160), 


Нина, 《是 Ga 内 的 任意 点 。 在 Ga 中 固定 6 可 以 验证 ， 当 
2908, Ж H(z, 6) 满足 方程 


?238。 


AAH= 0 
与 边界 条 件 
H=Hs= H,= 0, 34 ]|z]= 
此 外 ， 易 知 H, Hs Н. Ga LE, AAE EEG: 而 后 IE 8 
数 
H(z, 6), # |z] <R, 
9(2) = 8 
车 1z|>R。 


显然 p(z) EDi(G)。 若 f= вз 0， 则 根据 (2.19) 式 ， 就 有 


[је 29 do, = Дао HGD ад, 


š i f(z)H(z, Odo, = 0, 


此 式 对 任意 5EG 均 成 立 。 现 在 ， 对 上 式 两 边 作 运算 ( Xz W 
有 


ЭН(2, 6) -= P H(z, 6) 
= ео 9860 а, [695 Dz 49° 0. 


经 计算 得 到 


H(z) 1 , В: 2826 + ze $ 225 
929692 -z (R -247 КК? 10) ° 


于 是 


=i 800) E da= Tg- PE) - @,(0) = 0, 
R 


其 中 


м 


e29 . 


c ' R?z — 28° + 262 
Ф(0=- zf (R: Be) ас,» 
в 


= -L (00026 
Ф) = ae [feere do., 
R 


因为 Ф(6) 5 DOE Ga ИМТ, HE 78Ср,(Св), MA 


8(5) = (Тв): = CDC) +@,(0)1,= DO. 
这 就 表明 в 在 Ga 内 解析 ， 从 而 5E 206). 


五 、 广 义 微 商 的 唯一 性 与 局 部 性 
定理 2.5 (唯一 性 ) У, fa BELIG, ЖЕ g = fu 
g= fo MU f: = fa E G 内 几乎 处 处 成 立 。 . 
证 ERER G, EGCG, ИХНЕЖИ 92) EDG), 
fr 
[[ввьдо, + ff todo, = ©, 
G G 


2 + j ї.Фӣ0,= 0, 
以 上 二 式 相 减 ， 得 


ffor - f)edo,= 0 


由 此 可 以 断定 fi- f, = 0 #E G 内 几乎 处 处 成 立 。 假 车 不 然 ， 在 
G, 内 存在 某 一 个 正 测度 集合 ЕЕСС), ПЕЕ k f,- fz>c>0 

RDF - 0). HF fi- f. ELG, 则 知 对 任意 的 e> 0， 存 在 
着 0(2)>>0， 然 后 找到 有 限 个 长 方形 组 成 的 集合 RCECG,)， 使 


ВЕСЕ, 而 当 m(R-E)<oke) 时 ,就 有 |]f-flaos<e, 8 
Е-Е 
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构造 一 个 函数 p(z) EDG): 


$(2)=1, 3 2ЕЕ, 
esos, 当 zE(R-E)， 
g@(z)= 0, 34 z€ (G,- R), 


于 是 有 
ffen- tapao: = ffe- topao: + ff- ао, 
Go E Е-Е 


>стЕ- JI lfi- 1.40. 2стЕ ~ г. 


着 选取 e = ТоиБ, wa ||. онох, EZERA N- f, 


= 0 在 G, 内 几乎 处 处 成 立 ， 由 G, ERE ЕА fi= f, р. р. 
于 G. 
定理 2.6 #g=ÍELG), W 


(2.20) вб)=Ф0)- 11-5. йа; = Ф(2) + Tof, 
G 


其 中 @(z) 是 G 内 的 解析 函数。 反之 ， 若 Ola) ERG), ME 
数 g8= 四 +Tof EDz(G)， 并 且 有 


证 因为 
(в-Тра=в»- (Тр) = f — 1 = 0, 
所 以 根据 定理 2.4 AL -TIJE MU,(G)， 即 @(z)=g8-Ti 在 G 
内 解析 ， 从 而 (2.20) 式 成 立 。 定 理 的 第 二 部 分 是 显然 的 。 
根据 定理 2.6， 若 JEL:(GC)， 那 么 公式 (2.20) 不 仅 给 出 了 
复方 程 O.D HRW) EL 的 积分 表示 式 ， 而 且 也 给 出 了 
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Di(B) 类 中 函数 的 一 般 表 达 式 。 设 DG) 是 满足 g, € L, (G) 的 
函数 g(z) 的 集合 。 显 然 ， 
ра) ср,(б). 
3: ті) жтт 的 函数 集合 ， 其 h f€L,(G) р>}, 
那么 根据 公式 (2.20) 可 得 
Da(G) = 1.06) +TL,(@), 

这 也 就 是 说 ， 集 合 Dz(G) 中 的 每 一 个 元 素 ， 都 可 以 唯一 地 表示 
成 史 +8g 的 形式 ， 其 中 E34,(G)，g ETL.(G). 

定理 2.7( 局 部 性 ) ”车 任 意 的 G,CG， 并 且 gEDa(Q)， 则 
&ED:(G,). 

证 根据 定理 2.6， 有 


-ed 1[[ 38 40: 
8(2) = Ф(2) Е: Z= 


ХА _1(( 98 do, 
= di(2) T| 2p, 
其 中 


=Ф(2)-1 [[ 28 do 
Ф, (1) = Ф(2) я ar Z 


但 由 定理 2.1 知 道 - 计 | -器 22: 6С, АМИ, ЭНА 


Ф (ре 46). 再 根据 定理 2.6 可 知 8€ DG). 
这 个 定理 表明 函数 eZ GR z) 的 广义 可 微 性 是 局 部 的 
性 质 。 
定义 2.2 设 Ge 为 点 zaEG 的 一 个 邻 域 ， 并 且 在 G, 内 有 
g(z)= Dz) + To f, ФЕ UCG), JELG), 
则 称 8《z) 在 点 z 有 对 = 的 广义 微 商 。 
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定理 2.8 若 g(z) 在 G 内 每 一 点 都 有 对 2 的 广义 微 商 ， 则 
g 在 整个 区 域 G 内 有 对 有 的 广义 微 商 ， 即 g2= f ELG). 

证 设 Go 与 G 分 别 为 G 内 的 点 za 与 飞 的 邻 域 ， 并 且 
6, ПС, = GoGs HEM 2.6 有 


2Еб» 
= м 
T ELG) zeGu 


而 在 GuG, 上 
8= Ф,+ Tofo= D+ То fie ° 
根据 广义 微 商 的 唯一 性 ， 可 推 得 f。= fp.p. 于 С.С. 
对 于 任意 有 界 闭 域 G'CG， 可 以 用 有 限 个 邻 域 Go Goes 
Gr 所 复 盖 。 在 每 个 Gi 上 
B= Ф:+Тој, ФЕ UG), (Той): = fi ELG» 
1= 0, 1, 2, sn, | 


并 且 在 G,Gi 闪 由 上 ， rz 二 上。 这 样 ， 如 上 述 那 样 ， 当 ЄС: 
定义 ga=f=fi， 显 然 gz=fEL(G’). 记 Ф(2) = 8(2) -Te fs 
那么 ， 若 zEGi， 则 
z= (g -Te f)a= (g—To,f -To -0)2= fi- fi= 0. 

DEUG), Ш g= + Tae'f。 不 难看 出 g 不 依赖 于 子 域 
С’ 的 选取 ， 从 而 gE€Dz(G) 自 g € L,(G), 

在 本 节 最 后 ， 我 们 讨论 一 下 关于 交换 广义 微 商 的 次 序 问题 。 

定理 2.9 车 fj:EDz(G)， 即 jz 存在 M| jz 也 存在 ， 并 
Н fa fz, 

ME 设 G, 为 G 内 任意 子 域 且 G。,CG。 由 定理 2.6 有 


f= Bz) + To fz = Ф) - 让 | Z dos ФС 0 (GO, 
79 


。33 。 


1 
G.20 =e + Tap = oun) |е 
° 


= @,(2) - 1 ре dop+ =] J = do; 2 


1 dop 
= @,(2) + D, (2) + | | fedor) | G —+ P; —— 
B : =] а 
HH Ф,00), @,(z) € UG). XHAR (2.9), (2.10), Ж 


месе ане об, 
2 = Zout- pl 1 dop 
et ee Вар» заба 


_ ; =_1 f _210812-рі 
AKERE, HOC = 1. |080 ар, 得 


4222) = (8— 056-97 р) 


т ЕТ do 
=Ф(,1)+Ф(,2) + #6 六 -5- 
把 (2.22) 式 代入 (2.21) 式 ， 得 到 


1 do; 
= @,(2) +Ф,(2) + @,(z)+ @,(2) +, + do, р 
1 (2) (2) a(z) 4 affe = => 


其 中 
. 34. 


Фа) = + [| jaat, Ddos 
Ca 


1 
Ф,(2) =— | | fa*(6,2)do;, 
кои 
利用 Fubini 定理 ， 可 知 
1 йор 
Ауа ЕЕ 2-2 
Go Go 


af [zy aa | Toota 


Go 


于 是 
(2.23) Ј= D(z) + @,(2) + @,(z) + D2) + Ta o fs, 


由 于 中 (6,z) 关于 z 是 解析 的 ， 故 对 6, 内 任 一 条 简单 可 求 
长 闭 曲 线 ro， 有 


fr, Dz)dz= =] fa [26 z)dzdo, = 0 
0 


因此 ， 由 Morera 定理 可 知 92s(z) 在 С, 内 解析 。 同 理 可 证 Ф,(2) 
在 G 内 关于 ?解析 ， 记 
u(z) = Ф(2) +Ф,(2) + @,(z) +Ф,(2), 
Я] xzz= 0， 这 样 ， 由 (2.23) 得 出 
(f- Too f;2)2: = 0, 

Вр fzz=fzz。 这 就 是 所 要 证 明 的 。 

这 个 定理 表明 ， 对 z 和 有 z 的 混合 广义 微 商 与 微分 次 序 是 无 关 
的 。 
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бз 积分 Tf 及 其 性 质 
本 节 讨 论 对 于 各 种 不 同 函数 类 的 积分 Tf 的 性 质 。 


一 、 积 分 Tcf 的 全 连续 性 
引 理 5.1 СЮТ, Ша, z; 为 平面 E 上 任意 二 点 。 
2, ЖА. 


а,в = е- 21-46-1740, 0<a<2, 0<8<2, 
а 


则 
М’ (а, В) |2, ~ z,|*"a"8, М a+ B>2, 
(3.1) Ка, 8) < (а, В, С) + 8z|log|z; - 2.11, H а+в= 2, 
M" (a, В,6), ` Ща+В<2. 


这 里 M'(a,) 表 示 常 数 M' 仅 依赖 于 c，8， 其 他 与 此 类 似 。 
证 首先 以 za 50, p= 2|zi-z,| 为 半径 画 国 G， ЩИ 
2p 为 半径 画 同心 圆 Gu， 使 得 сс. СЕС, 时 ， 则 
216- 2.121, -z+ |- 21>16-2z)=7, 


n= || и edo.< J 225-211-940. 


Go-01 GG) 
Г] 

<л21*8 ri-a-sdr, 
e 


于 是 ， 当 ea+8<2 时 


91+ «Сыа < 32л 0-9-2, ' 


1,< 
59 -а-В 2-а-В 
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ËB a+ B= 2 hf 


1.<8т1ов-7 Ттт < + 8л|[108121- zl 
4 a+ B> 2 时 

L< Z (2|z, -~ z,|)?”"2 2 < asla = nta, 

下 面 再 估计 


A A 
ау 


设 -zta Z|, MWÜë- z = 6-2, (2-21) = tiz -zl 
~ (z; - z) )=|za-z|(t-e), FÆ 


jí [zi 2,1240: 
еее 


i£ <2 


1 


Ее : 1, lle И 5 
对 于 a<2，B<2，. 上 式 右 边 的 广义 积分 是 收敛 的 ， 故 


L <M(a,p)|z i 一 2 4 
联合 上 述 结果 、 可 得 (3.1) 式 ， 其 中 
А = air 
M’ <a, В) = M(a, В) + р? 
M” (а, В,С) = М(а, В) + 8л1оғр,, 


M”(a,8,G) = Ма, Ва - zea + 329. р". 


定理 3.1 设 G 为 有 界 域 ， 若 fEILp(G)，p>2， 则 函数 
8= Tof 满足 不 等 式 
(3.2) ig(2)!<Mi(p, OG)L,(f, G), 2Е В; 
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(3.3) 18 (21) – g(z,)| <M,(p)L,(f, @) |1, - z,|%, 


а= -2 二 2 , z CE, 
p 
证 首先 证 (3.2)。 利 用 Hilder 不 等 式 可 得 


(3.4) ва ао, 


<; (| f мра, (J 6-2 ау, 
1 


1 
二 + 二 =1。 
p q 


由 于 q= TÆ, Ш. @ H 


(3.5) ge 2|- чу «1 [еј ri~ ғау 


а= 2-2 


而 当 


09 92 T (|a ae, "(а "Чили 
> s[e +d)? >] 
= 1( 1. 429 [G + 2)" у 


1/ 2r ү 
=— а 
я Е e. 


° 38 > 


其 中 d 为 区 域 G 的 直径 ，p 为 z 到 G 的 距离 ，a= ， 联 合 


《3.4)、(3.5) 与 (3.6) 便 可 推出 不 等 式 (3.2)。 
关于 不 等 式 (3.3) 的 证 明 ， 可 根据 H5lder 不 等 式 并 利用 引 理 
3.1 
lecz) – в(2,) | 


12,- zl I) | 
== | 185“ 


«ао I у (ff lt- zlil- 21-40, y 


с 
«Та, DMa olz- zl 
=M,(p)L)( 1, G)|zi — z,|%, zz, € E, 


这 个 不 等 式 表明 了 积分 Tf 在 全 平面 E 上 的 Hblder 连续 性 。 
不 等 式 (3.2) 与 (3.3) 表 明 Тој 是 空间 1,00) 上 的 全 连续 算 


子 ， 并 且 把 这 个 空间 了 映射 到 空间 ССО (а= -2 对，p>2). 由 


(3.2) 和 (3 .3) 可 得 
(3.7) C,(Tf,G)= C(Tf,G)+ НТ, а, @) 
<[M,(p,G)+ М, (р) ILa f, @), 


а= РЯ , р>2, 


推论 3.1 设 G 为 有 界 域 且 fEC(G)， 则 
(3.8)  lg(z)|= |Tofl<MC(f,G), 266, 


(3.9) (z) - g(z,)|<MCÇf, @) |z, = 21108-24 
lezi) - g(z,)| f, © lz- zl = 
Zis z,€ G, 
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其 中 d 为 区 域 G 的 直径 。 
证 由 于 


HOL da = cf.) do, _ 
ITefl< 11] Еа 4% fferga, 


故 (3.8) 式 成 立 。 又 根据 引 理 3.1， 有 


66а) - ве а г 


<€ а-а емти atas 


A 


C(f,G) |, _ ГД 
== |а, z| [M+ валова] 


<M,C( f, Q) |z, - z,| + 21. 


(34 lza- zl 充分 小 )， 
其 中 取 pe = 24， 这 个 不 等 式 表明 了 函数 8(z) 集合 的 同等 连续 
性 ， 因 而 根据 (3 .8) (3 .9) 可 知 Tof 在 空间 C(G) 内 是 全 连续 的 。 
推论 3.2 设 d 为 有 界 域 G 的 直径 ，fE L.(G), WJ 
(3.10) 1802)1=1То/1<Ммі. 0,0), 260, 


вар JE) ваім, 1а, -zllog 28, 
[2,- 23| 
2, 2,60, 
яар, G) = ть, а) = sup |С), mesG,=0, 这 两 
~ zeG-Go 


个 不 等 式 可 由 (3.2) 与 (3.3) 直 接 推出 ， 这 表明 算 子 Tef 在 空间 
Lol 内 也 是 全 连续 的 。 
推论 5.5 设 G HARRE f EDG) (或 Wi(G)),p>2， 


则 fECsa(G)，a= = 
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证 因为 JE Dip《G)， 所 以 fzELp(G)， 根 据 定理 2.6， 有 
f(z) =P) + T (f), 

ЖФ: GCG 解析。 又 由 定理 3.1 知 道 T(f:) ECe(BE)， 
于 是 f(z)ECo(GB,)， 从 而 了 ECa(G)。 

根据 定理 3.1 还 可 以 推出 更 一 般 的 结果 ， 

#0 3.4 E fC€D,,(G) p>2, т>1, WJ Tf€ C;`!, 
а= 0-2. 2 

p 

实际 上 ， 我 们 只 要 把 了 的 тт 阶 微 商 ， 按 公式 (2.20) m 

阶 微 商 表示 出 来 ， 然 后 再 应 用 定理 3.1 即 可 证 明 该 推论 。 


二 、Pompeiu 公式 的 推广 

当 wEC(G) 几 C1(G) 时 ， 我 们 曾 给 出 公式 (2.9) 和 (2.10)， 
现在 把 它们 加 以 推广 。 

定理 3.2 设 有 界 域 G 的 边界 是 由 有 限 条 可 求 长 的 简单 
闭 曲 线 组 成 ， 并 且 w(z) EC(G)，wa€ELp(G)，p>2， 则 


al 9 1 Wi 
(3.12) ма) = 51, 2 ag- als zioe 


证 由 于 waELp(G)CL(G)， 所 以 根据 定理 2.6 有 
(3.13) м(2) = Ф(2) + 5(2), 

其 中 四 (z)E 21 2), в(2) = T(wz)。 又 由 定理 3.1 得 出 

T(wz) ECa(E)，a= -2 二， 它 在 人 6 外 解析 ， 在 无 穷 远 点 变 为 
0。 根 据 定理 已 给 条 件 w(aEC(B)， 可 知 Ф(2) = w(z) - g(z) 在 
G LER. РЯ Cauchy 公式 与 Cauchy 定理 ， 就 有 


-_1 ( Be) = 50 
P= 2лі)г 6- 246 = 二 | ag 


。41 。 


21 (YOg 569) 
= г), С: ?лі rir 


=_1 (С) 
7 Hf, gr e 


把 四 (z) 代 入 (3.13) 则 得 (3.12)。 


三 、 积 分 Tef 在 全 平面 E 上 的 Hilder 连续 性 

我 们 必须 指出 ， 当 G 为 无 界 域 时 ， 不 等 式 (3.2) R REE 
义 ， 因 为 常数 MP,G) 与 区 域 的 大 小 有 关 ， 而 不 等 式 (3.3) 依然 
成 立 。 因 此 ， 若 1E Lp(E)，p>2， 并 且 在 某 一 固定 点 z=zo 


TIHE, M TJEHe(E)， а= 22, 并 且 在 无 穷 远 点 附近 有 ， 
_Tcf = 02|). 


下 面 我 们 讨论 对 于 无 界 域 情形 的 定理 ， 
定理 3.35 设 1ELp:(E)，p>2， 则 函数 g(z)= Tsf 满足 条 


件 
(3.14) ls(z)|<M(p) Lf), 
(3.15) |g(z,)- g(z,)|<M(p)Lyo,(f)|zi ~ zil, 


а= 2-2 s Zo 2, СБ. 
此 外 ， 对 于 任意 给 定 的 R>1， 可 以 找到 数 M(p, R), #3 
(3.16) [8(2)1<Мр, R)L,,(f)|z| 7% 4 |z]= R, as 2-2, 
其 中 Lpa( 力 = 10,80) + (Е), Е), Е, {zllzl<1}. 


证 ФЕ, = (zllz|2>1), ЖА 8(2) = Ти] = Тв] + Tef. 在 
тыл +=, ИЯ 
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котре. 
E> 


=Ts,f- Hs na ву n (D. | 


注意 到 


1 = 了 [3 z ] 
t-t Plt 1-tz1 


于 是 
8:(2) = 80(0)— s(t), 


80(2)=- 


二 
мова, nos C), 


由 于 /与 如 ELp(ED)，p>2， 根 据 定理 3"1， FB 3 g Ув. W E 
Е (3.2) 的 不 等 式 ， 所 以 


[8 (2) [55 в.) |+ 1go(Co)1+ | (1) 


<M(p)[L,;(f,E,) + Lpo E= M(p)L;,, (Jj). 
这 就 证 明了 〈3.14》 式 。 下 面 证 明 (3.15) R. 
首先 ， 根 据 定理 l MAA С) 满足 (3.3) 式 。 其 次 对 
函数 g:(z)， 有 


(3:17) lg2(z1) — g2C22)| 


‚ыы 


对 上 式 右边 的 估计 ， 可 分 以 下 三 种 情形 来 考虑 : 


ыы | 11.00) |do: 
л ИИ ° 


G) # (415, i=1.2, 则 当 |t|<1 наж а> 1, 


i=1.2， 注 意 到 jz - zj<1， 那 么 由 〈3.17) 就 有 
(3.18) lgs(2) - gaGz|<M(p)L,(f,, E.) |z, -zl 


*<M(p)Ly,,(f)|zi 2,1% а= P, 


D # |<, >t, 则 | 至 -1| <i 于 是 利用 
Нобе 不 等 式 可 得 


еа) ~ верт [| g Lol 
Е 


do, 
2-й“ 


«Аа, во 016 е 1)" “ў, 


1<4<2, 


注意 到 积分 | 
1\- 
1-5 do, 
ЖЖ, ЭН. 
|z: - 2,| er lz -zl lz -zl 
z:| zl 


1-3) z ; s zr 
<2 2-1] а-а | а-а | 
2 


» 


从 而 有 


(3:19) ва) ~ g(z,)|<M(p)L;,,(f)|z, аја, 25 2-2 А 
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(3) Ж >, 1-1, 2, Ма GD RË 
1 1 
(3.20) вед = в.0201< | 6.21) (2) 


«МИРЕ, ,)| 1-1 
1 2 


<М(р)1»., (|2, - 2.1, а= =, 


这 样 一 来 ， 联 合 03:18), (3-19) 和 (3:20) 式 便 推 得 
18 (21) – g(z,)| <|g (z) – 8:(z2)|+ |g. (z) -= g, (z,)| 


«(РЕ (Plza -zale， в=-2-2. 
最 后 ， 我 们 证 明 (3.16) R. М |z|>1 时 ， 有 


G.20 OIIE | eco) -в(1)| 

ea 人 

< 
Ja, 


El t= 


根据 引 理 3.1 推 得 


(3.22) | зи + J ата. 


Lf 00991 i 
< 二 do, + Ит 
zj Tel- ie] a 
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<la: z Че ие тт 1) 


2-м 
<M PL e во |1-1 


[221] z z + 


ipis 
P q 
于 是 ， 有 
ве +1] .(2)- (2) 


t-te 
1 1j РТ 
«ЕДЕТ ED + МВ) ты 


1-р 
р 
SMDL |25 +] 


由 此 易 得 不 等 式 〈3*16)。 这 就 证 明了 定理 3*3。 


根据 定理 3.3 可 知 ， 若 JE Lp,:(E)， 则 Tef ECE), 
a= 2-2 
р 


， 了 >2。 这 表明 积分 Tsf 在 全 平面 上 是 Hider 连 续 
的 ， 并 且 在 无 穷 远 附 近 Tf ЖУ 1217 同 阶 无 穷 小 ， 即 


Tef = 00117), а= 2 , р>2, 
积分 Tof B+ L,(T) 的 性 质 


定理 3.4 设 区 域 G 的 边界 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 组 
成 ， 若 jELp(G)，1<p<2， 则 Tof EL,(T)， 其 中 了 是 适合 


(3.23) 1<Y<— 


› 1<р<2 
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. 


的 任意 数 ， 并 且 有 如 下 不 等 式 成 立 ; 


(3.24) Ly(Tof,T) = (f, i; 


-1+ 
yt 


s оү рр 
G 


1_2 y 1 У-р 1 
а= +1, +=], = + + 二 =1 
其 中 2 ра HF і ， 从 


Yp 
而 利用 Hölder 不 等 式 可 得 


wank le- any rol ey” 
es 


由 此 


Те] | "as<r-y [Mao] [ьч, |” 


flol e-z go)as, 


但 当 o<1 时 ， 常 数 


M(ð, D= sup [| [6 - zj-sds< + о, 


|. 


那 末 由 于 1 - ey<1 可 知 


| ITofPds<x “CMag,G)]* M(aY, DELK 6), 
г 
Вр (3:24) 式 成 立 ， 


1то), гә = (| тела) «меру, Is, O. 


RRA TAEL)» р<У<- y, 1<р<2, 
其 次 ， 要 去 掉 限制 Заур 由 于 当 1<<y<355 
时 ， 有 


(тола) <( as) ( rapa Y, 
*23) 式 成 立 ) BF, (3524) RM 
然 成 立 。 将 入 改 记 为 Y， 则 Tof ELT). 
需要 指出 ， 当 p=2 时 ，3.23) 中 的 可取 大 于 1 的 任意 
ЈЕ. 但 这 并 不 意味 着 当 fEL:(G) НИ Tof ELGI 
Tof EL。(T)。 例 如 ， 若 G ви meisi 则 函数 
10) = (mm) = z= reie 


Er 


Ж 1.00), [BÆ Тоја In 土 却 是 无 界 的 。 


E., Dip 类 函数 的 Green 公式 

我 们 先 给 出 关于 Тој 的 Cauchy 公式 ， 有 如 下 定理 。 

定理 3.5 设 区 域 G 的 边界 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 组 
成 ， 并 且 JELp(G)，p>1， 则 成 立 公式 
人 4 2ЕС+Г, 


0, 当 zEG。 


A — ù Tef ac- 
(3:25) злі) C-z а 
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证 ШС, 是 一 串 有 界 区 域 序列 ，GsCGnriCGnricG, 并 上 且 
X n> 时 ，G 一 G。 现 在 考虑 函数 


м-ро, 


根据 定理 2-1 可 知 Txf 在 G4 МЕТ, оо 5 3 5 0, НТН 
Cauchy 公式 得 
-Taf， 当 zEG+T， 
арты ， 
Gs 217], г ге 
对 于 固定 的 z 值 ， 显 然 i 此 外 ， 由 定理 3,4 A 


(3.27) Ly(Tof - Tof 大) 一 0 (поо), 7>1, 
令 
f 当 z€G,, 
al _ 
0» 3 z€G,, 
则 Tof-T,J=To(f- f), TE 


Сы 


<(f irea- mC, n zET。 
由 此 ， 利 用 〈3.27) 可 得 


1 Taf = Lj Тс] 
ет г CE- 7405 2лі)ғ CE- z% 


这 样 ， 从 〈3.26) 两 边 取 极 限 ， 即 得 (3.25) 式 ， 这 就 是 所 要 证 
明 的 。 
利用 (3.25)， 我 们 可 以 得 到 关于 Tof 的 Стеел 公式 ,事实 


上 ， 把 (3.25) 式 两 边 乘 以 z， 
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从 而 得 到 


(3.28) -4 f reta: = Jos, = Јела, 
类 似 地 ， 有 
(3.29) -二 人 zefaz= [1 ово. -wo 


此 二 式 就 是 关于 Tef M Tof hy Green A R. XË JELG), 
p>2， 且 本 是 由 有 限 条 可 求 长 简单 的 Jordan 曲线 组 成 时 ， 公 式 
(3.28) 与 (3.29) 仍然 成 立 ， 因 为 此 时 根据 定理 3.1 函 数 


Tof ECe(E)，a= -了 二 2 ， 故 公式 (3.25) 可 直接 由 Cauchy Д 
式 得 出 


面 给 出 关于 D, (G) 类 函数 的 Green АХ. 
定理 3.6 设 waELp(Gu)，p>1， 且 BCGo， 则 成 立 


(3.30) 1), w(z)dz = |] doz. 


Е 设 G' 是 G, 的 一 个 子 域 ЖАЖА А Е асс'сӣ’ 
SG。。 于 是 由 定理 2.6 在 G” 内 、 


= - [Í w: 
(3.31) (2) =Ф(2) =f ZE in 


"人 


2ЕС’, 


RH D) 是 G” 内 的 解析 函数 ， 又 根据 Cauchy 定理 与 (3.28) 
式 ， 有 


‘5. 


=-00:- 1 一 | ет dog, - 
G/-G 


= 1 š = я 
| ecpaz=o 去 | Фома ПК 


所 以 对 63.31) 式 两 边 取 积 分 ， 则 得 


1 
(3.32) |, w(z)dz 


ee зет 
考虑 G'- G.， 这 里 G, 是 与 G 距离 不 超过 e(> 0) 的 点 集 ， 
根据 定理 2.1 可 知 Terc wz 在 [G7- G.] 外 解析 ， 从 而 
КО wa)dz = 0. 


e0, МЕН (3.32) 即 得 (3.30) R. 
同样 地 ， 若 w,C L,(G,), р>1, WE 


(3.33) J| woaz =- ПЕ 


最 后 ， 我 们 指出 ， 若 wEC(G)，wz ELp(@) 或 
w,C L,(G@), р>2, АЧГ E. 由 有 限 条 可 求 长 Jordan 曲线 组 
成 时 ， 公 式 (3.30) 5 (3.33) 仍然 成 立 。 


六 、 形 如 Tof 的 函数 的 可 微 性 。 算 子 ITf 

设 区 域 G 的 边界 TECz， 那 么 此 时 称 G ЕТС: Ж, Н 
GECs (0<а<1), 我们 已 经 知道 ， 若 fEL.(G), Тор) = f. 
于 是 提出 ， 在 什么 条 件 下 Tef 有 对 z 的 广义 微 商 ? 当 Tef 对 z 的 
广义 微 商 存 在 时 ， 我 们 记 为 

《Tef):=Ilof 或 Стр), = ПА. 

定理 3.7 RGEC, f(z)ECi(G), 0<а<1, т>0, 

则 函数 g(z) = Tof ЄС CG), Тој 是 空间 Ска) 中 的 全 连续 算 


#51 。 


子 ， 并 且 把 这 空间 映 为 Ca*1(@)。 


IHr=Iof= - 1] угап. 


在 Cauchy 主 值 意义 下 存在 ， 并 且 


вю 2-1, ZL- -у+шу, 


人 ју 4, 


(3360) СКП) «С Тој) M(m,a)C;(f, G). 

证 分 以 下 几 步 

1) 首先 说 明 积分 Пу 在 Cauchy 主 信和 意义 下 是 存在 的 , 为 
此 ， 设 z 为 区 域 G 内 的 某 一 定点 ， 则 当 fECe(G) 时 ， 广 义 积分 


ре 


是 存在 的 。 现 在 以 z N, e 为 半径 作 一 小 圆 K,CG， 令 
G,=G\K,， 那 么 


-re 
А ре о-о -a+ ( +( ро йо; 
= - HHR a-no umt само 
利用 公式 (3.33), RE 


Ге 0:55 Е вә 


• 52 • 


— dë 1} dé 


Sailr ce-z 2nijre -z 


1 | ¿de 


一 Jr E-z ijr (6-2) 
= Фг(2), 
¿dë w saie 
Rhona) = 21. 2-2. 特别 ， 当 了 是 圆 局 1- zl = R, 而 
z 在 这 个 圆 内 ，|z- zol<R 时 ， 则 有 Фг(2) =0. 
于 是 在 Cauchy 主 值 意义 下 


_ 1D -1 
(3.37) у= - 齐全 КФК». 

2) 当 m=0 时 ，G ECl，0<a<1。 我 们 来 证 明 ， 若 
JECe(G)， 那 么 IfECe(G)， 并 且 Пу 把 空间 Ce(@G) 映 为 自 
3. 

ikzo ZEG, 2122, Ml 


(3.38) Пха)- Пк» 


z, а о -f(z) 


00 1)“ 


+2 Р) КО -f(z) ао; 


л (2- 2)(6- 21) 


i)z- 2) dor, 
А т [Гао 


Ezz- (( _ йс; 
я Л EDET 


由 于 


，53， 


+a (6-2) 
P: 52-75 | 22у k: z 2,)° (fs i 


-]] рє. ), 
使 用 公式 (2.9), RE 


1 doe Ae 1 бас ГО 1 
= txi), Ez 2+ Pr(z), 


从 而 
+o (¿— Е zı) 


=r), 2-2, + Фе )- Pr(z) 
2-21 -z t (z-z)? 


› 2321. 
这 样 就 可 以 把 〈3.38) 改写 为 
(3.39) ITf(z)- ITf(z) 


zz ff 00-2 
es ar- zy do 


z-z ([ 10) -f(z) 
Л а-ре- doe 


š Z-Z, | Фь(2,) -Pr(z) 
+[rz га) (522-2000 Фе. 


Ф) +) [еса -ex |: 


954, 


因为 GECi， 所 以 根据 Cauchy 型 积分 性 质 可 知 Pr) ECG), 
X f#€C.(G), BJ 

1160) - f€z)|<H(f#.a,G@)|z- ze, 0<a<1, 
再 利用 引 理 3.1， 则 得 


B Фуа |< сз = 211 


<M“(a)H(f,a, @)|2- zl!, 


借助 于 此 不 等 式 ， 由 (3.39) 得 
(3.40) — |JHIf(z)-TIf(z)|<2M”(a)H(f,a, @)|2-2,|* 
+H(f,a,G)|z – 2811 + Н(Фг, G) + C(@6L)1] 
+C.(f)H(@;)|[z —- z |2 
<M(a,G)C.(f, G)|z — 21|. 
这 就 表明 П/ЕС.(@). 2 pk, ЧСС.) 时 ， 从 (3.37) R 
还 可 推 得 
(3°41) Пу<М" (а, С)Н(ў,а, 0) +С(ў,@)С(Ф;, @) 
<M” (a, С)Са( |, а), 
于 是 由 (3.40) 5 (3.41) 可 推出 
С«(П], @) <М(а, 6)С. (1,4). 
这 样 就 建立 了 : УСС), М] Mef ECG), 并 且 Ief E 
把 空间 Co(G) 映 为 自身 的 线性 算 子 。 
3) 研究 Tof 的 可 微 性 。 仍 设 GE Ci， JECe(G)。 令 函数 
8(2) =Tcf， 当 z，zEG 且 zsz BF 


(z) 一 8(z) _ п; 
21-2 


do; 


= 2- 2-8 FO- fa) _ 
J E-z- z) 
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1(2) (2-2) do, 
а 6 Пате 


_ 2-2 106) ~ іб) 
Ы aspa 2)°(6- "туы 


2-2 (оу Фгб2) – Фг(2,) 
+ [2 +ФН2) 5 2-2, ` lo, 


于 是 


g(z) -8(2) _ 1Tf- 2-2, | 
kas. 23 


211-1 


<M’(a)H(f,a, 8) [1 - z|" 
+ |era- Фг(2) - Prz) |с). 
Z-z, 


现在 ， 设 z, 沿 着 与 实 轴 交 角 为 0 的 射线 
z,—- z= |z, — zlei? 


趋向 于 z， 由 上 式 可 得 


(3.42) lim 6(2) -8 - IT cf + e210f(2), 


21-2 2-2 


车 在 此 极限 中 ,分别 令 9=0 和 0-5, МЗ (3.30 st, W 


式 还 可 写 为 
Ff. Г ӘТој _ 
(3.43) $, a =. 


这 样 一 来 ， 因 为 ECG), Nf ECG), HVAT ECHA), F 
且 有 不 等 式 

(3.44) С«(ПР <СКТер <М(а, 6)с.(1,8). 

此 式 表明 Тој 是 空间 Ce(G) 中 的 全 连续 算 子 ， 并 且 映 射 此 空间 
жс). 
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4) mitt, СЕС&, JEC), 0<а<1, RIRE H 
пуєс:(а). 
先 考虑 JEC:(G)。 这 时 借助 于 公式 (3:33) 有 


хо 
Пој= - ИИ хот (C-z)? tey 


на Ја) они 


2 1((97, 4: 1 f КО ¿z 
г 71 я Е t-z ?лі)г 6-2 ag 


1 1) ағ 
+ П тї ?2лі)г. -z 217-96. 


由 于 JEC:(G)， 就 有 
| 1o- SON |<м (常数 )， 
所 以 


AO dz 
re -z 


s _de |, 
< e ке || Zx É 
(34 2—0), 
从 而 得 到 


(3.45) Tef= то(2Г)- 1 i 1O) qz, 


тлі -z 


对 此 式 关于 z 求 微 商 ， 可 得 


Pef _ Әј) 
ЕЯ 


9: , TECG). 


(3.46) 


现在 考虑 当 m=1 时 ,GECs，fEC2(GB)，0<a<1, 再 对 
(3.45) 式 两 边关 于 z 求 微 商 ， 利 用 (3.43) RE 
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2 п Е | ÍO) ак 


(3.47) (3z) rile tF 


由 (3-46) 和 (3-47) 看 出 , #СЄСа, fec), WJ 
Icf ECG), Mi Tef ECG). 

5) 当 m>1 时 ， 继 续 作 类 似 上 述 的 讨论 ， TAER 3# 
GECI, ЈЄС 0), 0<a<1, ВАПе1ЕСЕК@), Taf ECI 
(0), Ж#Н. 

(3.48) — СПР «СТ <М(т,а,6)С1(ф, @). 
这 就 表明 Tf、IIf 都 是 空间 Ca(G) 中 的 全 连续 算 子 ， 它 们 分 别 
把 此 空间 映 为 C2+!(G) 与 C;(G). 

推论 3.5 ШАО) ECG), ECG), GEC”, 
0<а<1, Я Ре/=То(АЛ ECs+1(G)。 

事实 上 ， 由 (348) R 

C3! (Paf) <M(m,a,G)CXAf, д). 
再 利用 0.) 式 就 得 

C2*1(Pof)<M'(m,a)C;2(A)C2(f)<M' (т, а)С (ў), 
这 就 意味 着 Paf 是 把 C RA C3+!(G) 的 全 连续 算 子 。 

定理 3.8 设 JECe(G) ЖН fG)=0, z €G, ИЖ 
Tof 在 点 z 存在 着 对 自 变 量 的 微 商 ， 并 且 


dTof 


dz = Пој 


2-20 


--{ Тае 


zezo 


这 个 定理 的 结论 ， 可 根据 (3.42) 式 直接 推出 


dTof = im 2) — g(z,) _ | -zi 
dz |:-z а 2-2 FU 2-2, te fl) 
= 113| 
2-20 
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$4 积分 Ht 的 性 质 


前 面 由 Tof 的 可 微 性 引出 了 积分 Icf， 证 明了 它 在 Cauchy 主 
值 意义 下 是 存在 的 ， 并 且 它 是 空间 Сб) 中 的 线性 有 界 A +, 
把 这 个 空间 映 为 自身 。 下 面 ， 我 们 进一步 讨论 它 的 某 些 性 质 。 


一 、Icy 在 区 域 边界 T 上 不 连续 的 情形 

前 面 已 经 证 明 ， 若 JELp(G)，p>2， 则 Тоў 在 全 平面 上 . 连 
续 ， 那 么 函数 IIcf 是 否 也 如 此 呢 ? 

设 TEC?，fECs(B)， 那 么 我 们 可 以 认为 函数 f 延 拓 到 避 外 
且 仍 属于 同样 的 函数 类 。 于 是 公式 03-45) 对 zEG+P 仍 然 有 
效 。 


ST: ¿= t(s), MJ d¿=(s)ds= [PCS)]2t(s)ds= «7а, 
因而 
IIf= TOD- оао а 


r t-z z 
根据 CoxoqkHa-Plemelj 公式 并 注意 到 T(f,) 的 连续 性 , 可 推 得 
aD GTID -CID-= - ro (Y, (er, 
这 就 表明 IIcf 通过 边界 时 有 跳跃 。 = | 
=. LCE) 上 的 IIf 及 其 在 全 平面 上 的 Hilder 连 Е, 
集合 LCE) 表示 LE) 与 C2(E) 的 交集 ， 若 以 
1,610, E) = Lo(f, E) + С, E) 


来 定义 LsCa(E) 中 的 元 素 的 范 数 ， 那 么 它 就 成 为 一 个 Banach 型 
空间 。 
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定理 4.1 #JELCKE) 0<a<1, 1<p<2, Й] 
ПЕСКЕ) #E T,f€ С: (Е). 
证 不 妨 先 设 m=0， 按 以 下 几 步 考虑 ， 
D 设 G 是 圆 |z|<R， 其 边界 T，|z|= R， 那 么 
2 $ 
e= т], 15; в" =Í, E m=O 
Фг(2)=0, ZEG 
于 是 ， 根 据 (3.39) RE 
(4.2) Ша, - ПК=)|<2М/’(а)н(р,а, Е) |2, 一 ze 
+ H(f, a, Е) |2, - zl:<M(a)H(f, a, Е) |2, ~ z|°, 
М(а) = 1 +2M' (a), 
НЕЮ В R ЖЖ, MA% R— oo B й A 9 psk xr, 
因而 


1:702) – IIsf(z2)|<M(a)H(f,a, E)|z, — z|#, 
这 表明 若 fEHe(E)， 则 IIzfEHo(E)， 即 Iazfy 在 全 平面 是 
Holder 连续 的 
2) 证 明 Mef ECE), WEE, HF 


40, -0 
ГНЕ š 
则 
uari f(8) 
Пы- - 2) Er 
-有 总 + (z) do- L ff K2 dos. 
2, ыы 

但 是 


|- EER аа | < || ноо, Byrdrao 
Е} 
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= НО, В) 
又 当 p>1 时 利用 Ho 1der RER, 有 
1 
1+2) д Y 1.1. 
| J LD ви. <, в) ( ее у, Lelen 
而 当 p=1 时 ， 


pi 19:9 40) <] А + 2) |do, < Е), 


这 样 就 有 


(4.3) ўв 


П»/ 


<2н0, Р + 二 ( 


<M,(p,a)[ L) (f, E) + НО, а, E)J, 
于 是 根据 (4.2) 和 (4.3) 推 出 
Ca(IIef Е) <M,(p,a)[ L,(f, E) + H(f, a, Еу], 
由 此 可 知 ， 若 ГЕТ,С.(Е), р>1, W IIzrfE Ce(E)。 
3) ЕС: |z|<R 内 有 不 等 式 


Tcf(zD) - Tof(z) 2-2 
ЕЕ - Hef- 21-10) 


<M(a)H(f,e, Е) |2- z,|z, 
显然 ， 此 不 等 式 当 R— co 时 仍然 成 立 。 由 此 推出 


Pt span MI 


这 表明 车 fE LpCe(E)， 则 Tef ELCHE). 
上 述 证 明了 当 m=0 时 的 定理 4.1， 对 于 任意 的 т>0, EE 
可 类 似 地 证 明 。 
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=. ХҒИТП 的 扩充 

我 们 将 说 明 算 子 ПУ 可 以 推广 成 为 空间 Ze(p> 之 1) 中 的 线性 有 
界 算 子 。 先 证 明 几 个 引 理 。 

引 理 4.1 若 f 与 5EEDe(E)， 则 


(4.4) «Пу, D= Ч, Пе, Ч. = [сов вов, 
Е 


其 中 


1-1 [[_ teo m II 
ke Žare Ш ый Ea 


证 由 于 JED2(E)， 于 是 根据 公式 (3.45) 和 (3.46) 有 


= 271. 21), Mi- 
(4.5) т(5! KH са е 


借助 于 分 部 积分 并 利用 公式 (3.30) 和 (3.33), 可 得 
(11,9) = tim Л IIf-gdo, = tim Ia ӘТ} ydo, 


= lim[ 二 1_ š 
um[= Í «ту. д)аз 


В-і 2i 
121-8 


= а і do, )2 ao, 
fA S RE u, 


"Грот. )е.- f| gao, = а, По. 


这 个 结果 表明 开 与 二 在 Ds(E) 上 是 互相 共 轿 的 算 子 ， 
引 理 4.2 若 fEDs(E)， 则 
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(4.6) НИХ ў, 
Е 利用 (4.5) 式 有 


GD  ши- Этот = 2. (Gf), 


根据 公式 (2.10)， 在 圆 |z|<R 内 有 


Te = T ri- al A z, 


因为 Tf= o(|z]"!), Я, 
lm | ТІЙ - 0， 


со i -2 
Я (Hp š 


因此 
пе) 


Е -z 


Е 


将 此 式 两 边关 于 好 微分 ， 利 用 (4"7)， 则 得 


这 个 结果 表明 在 D2(E) 上 ， 开 REATI HAFI 
3184.3 车 f 和 hED2&(E)， 则 

(4.8) (Hf, Hn)= (f,h), 
证 利用 引 理 4.1, 2 £= IIh， 并 且 考虑 到 (4.6) А, Я 


я 
(If, Па) = (f, ПИР) = (в. 
若 令 f=h， 则 由 (4.8) RE 
(Hf, Пр = (ў, f), 
Вр 


LAI, в) 1.0, Е) 或 ikg | = | | Ба 
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这 表明 算 子 由 具有 么 算 子 的 性 质 。 若 以 4p RADAT I AEZ 
Lp(E) 中 的 范 数 ，Ap= ПИ, = ТРАП), р>1, 928 РЕ) 
WE LE) 中 稠密 ， 所 以 对 于 SELE) 可 得 4:= L:(II) =1, 
下 面 讨论 当 p 充分 接近 2 BF, PE ПЖ A, 所 具有 的 性 
质 。 为 此 ， 先 证 明 一 维和 二 维 情 形 的 Calderon-Zrgmund 不 等 
式 。 
1 4:4 设 了 ELp(R)，p>>1， 并 且 


НИХ) = pr.v. 174 K dt, 


则 
(4.9) Lp(Hf, R)<A;L,(f, R), 
其 中 有 为 实数 轴 ，A4p= A(p) 是 了 的 连续 函数 ，A,= 
证 因 Ds(R) 笛 密 于 Lz(R)， 所 以 不 妨 设 JEDi(R)。 令 


FOO=utivo=i[ I dx, C=b+im 1>0, 


RER uE 1) 是 一 个 Poisson 积分 并 且 006,0) = 706), ШЗ 
是 


и(ё, т) = абёт 


=1(° ЕЮ -КЕ-Х ,x 
+Í x хі +1р dx, 1>0. 


H no 时， 得 到 4u(&,0)= НИЕ). 4 


2: 2: 
A= ЭЕ t Эт’ 


考虑 到 关于 4 与 的 Cauchy -Riemann 关系 式 和 Au= Au= 0, 
则 有 
Alul?=p(p— 1) [и |Р-2 (и + и?) 
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Зы 


АР = р(р- 1)|u|P (uz + us); 
AIF|?= p*'|F|P 2 (uz + ир), 
我 们 先 考虑 2 入 p<<co 的 情形 。 由 于 | 由 入 IF|， 所 以 从 上 述 等 
式 得 到 


ў A( IF|? - 


2 luj?) = pè (FIP? (u= и + и) 20, 


在 区 域 D= {и> т, E+ СЕ) IÑ W E g o= # w = |F|? 
~ ріш? /(р- 1) 应 用 Creen 公式 


[лм - waejašan= | (95% - w-32)as, 


D 
有 
o<ffa( 112-25-14 )asan 


225 
=J U Е 


Г зиме ae 


其 中 wo = arcsin(Wo/R)， К, = Ксоза,. 4%, Ч Коо WF, E 
面 等 号 右边 的 第 一 个 积分 趋 于 0。 因 此 ， 对 = m>>0 有 


° 


эт. IF]? 2-14 )4š= бе <0. 


HFH поо 时 ，W(W) 一 0， 因 而 对 >>0 由 上 式 得 到 4 (1)>0, 
即 


[Г ва+ ide> |” ue+ трав, т>, 
再 注 审 到 显然 的 关系 式 | 
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<||ell,,. + llel 
Lp/2 Lp/2 Lpr» 


(f rra)” ени 


则 得 到 

>) ) w| 114 “||, ||» ЧІ, 
因此 

|| l, > Em) || | 
也 就 是 


f., as|[— Г weas, 
С ее 


再 令 人 r*0， 则 得 到 不 等 式 (49). HF 1<р<2 0 情形， 可 以 
用 类 似 的 方法 处 理 。 显 然 Ap=A(p) 是 p 的 连续 函数 ， 并 且 
A,= 1, 
31 4:5 设 JELp(E)，p>1， 则 IIfELp(BE)， 并 且 
aw ||| „а, 
G LIS, E) <AL,(f, E)). 
证 我 们 不 妨 设 p>2， 并 且 了 ED4(E)。 定 义 算 子 


Пе = AS Eiio 
B 
&z=re, WJ 
Пп) = $ аа-а ага. 


于 是 
4.11) LOI DS 
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z Z max) |f Lf "Grr e- rei") |, || 


Lp(E)。 


Ее" 代替 58， 那么 上 式 右 边 的 范 数 是 不 变 的 ， 并 且 其 中 的 积 
分 是 Hf (8), HU f,(8)= f(8e 2)。 显 然 、 利 用 引 理 4:4 可 得 


| |an] 298 = ff lHfe(u + iv) laudv<As |” aj” са 
Е 


+ iv)|’du = Аг 
Лс 211), WE 
(4.12) L,(11*f, E) < $ AL, (f, В). 


|. 


р 
Zp(E)。 


下 面 根据 连续 性 把 HI* 推 广 到 Lp 上 ,我 们 利用 ITf= -TI*IT*f 
来 证 明 (4*10)， 当 然 也 可 以 把 TT 推广 到 L, 上 。 首 先 注意 到 
ә 1 1 
= ^^ зи” 
ЖА 


(4.13) п ео: J га, 


| hatat 40, 


еа Ще 
-1 = Е тг) 


由 于 对 任意 ФЕ (Е) 都 有 
оче, 
È 
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zall [ol Т7 - тг (Е) dop 


此 式 右边 的 积分 是 绝对 收敛 的 ， 因 而 对 ГЕ Le(E) 这 个 等 式 保 持 
有 效 ， 从 而 在 广义 下 (4.13) 也 有 效 。 
现在 ， 我 们 可 以 写 出 


9w 


a а я-а] 

`= w аа (г 
- a yes] 

"= ||! 2: (fata 7 


一 r ео. Jion 


mwg s; || OC ar) 


ЕЗ (е чиг r)i 


“el ет l| пе =] 


-w <В <BR 


= Им (1, + 1,), 
n> 


利用 变量 代 换 计算 
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РЗ 


а 
r= = || mia -去 | J E 


l€ <R/|z-101 


2 Е |. — Я (ще) 
Е a-w] w 1-ке? TE w: = оо), 
Iz- w| 


美 似 地 ， 当 Късо, 11, 7, т 


(4°14) П*И*Л») = a Efo, я 5 r), 
Е 


= - По»). 
£ (4.12 与 (4.14) 即 可 推出 (1.10). 
根据 〈4.10) R, 我 们 来 证 明 Riesz-Thorin DEEM. 
定理 4.2 (Riesz-Thorin) it 4 是 引 理 4.5 中 的 常数 ， 则 
1084, АПР, 


证 EJE p.>2, p= i= 1.2。 假 定 


(ПРА, Li), i=1.2, 

а а а 
如 果 a= (1-ta,+ ta,, 那么 需要 证 明 下 式 成 立 ， 
(415) AIDAT? A5 (р), 0<t<1, 


a, a; 
Жа+ь=1, a,+b,=1, 注意 到 对 gEL1(E) B. Li (g, 已) = 
1 Y ПвП, = D, 有 


L, (Пу, Е) = sup Г Hf.gdo., 
s Е 
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由 于 具有 紧 支 集 的 简单 函数 〈 具 有 有 限 值 的 可 测 函数 ) 在 Lp 中 
是 稠密 的 ， 所 以 我 们 考虑 简单 函数 了 和 в, Q 


I= |! If- gdo; 


证 明 的 思想 是 构造 了 和 g， 它 们 的 解析 性 是 由 复 变量 4 决定 
的 。 工 将 是 某 一 解析 函数 中 (6) 的 特殊 值 ， 并 且 利 用 最 大 模 原 理 
我 们 能 够 估计 它 的 最 大 模 。 下 面 来 具体 构造 ФС). 

对 任意 复数 6， 定义 


LOGN 了 2 (0 g 
ЕС) = |Д °“ ў” С(0) = [8] ° igl а 


其 中 a(e) = (1- 6)а + ба, b) =1-а(5). 注意 ,引入 CE 作为 参 
Ж, 那么 F(&) 与 GC) 就 是 z 的 函数 . 我 们 约定 当 f=0， 
8=0 时 ，F(6)= 0，G(6) = 0。 特别， 取 6= + 这 个 特殊 值 时 ， 就 
有 F(t)=f，G(t) =g。 我 们 令 

E) = IIF (E) GCE). 


НТЕС), CO 本 身 都 是 简单 函数 ， F(&)= Fix G) = 
i 
Ув, 于 是 
і 
ФФ = [еса = Уу вс, [aaa 
. Е ij 


аа ба Ф) = > Фе, аф м 为 实 


Ж. 因此 当 E= Кес 保持 有 界 时 ， 中 (6) 是 有 界 的 。 
现在 考虑 5= 0 与 = 1 的 特殊 情形 .对 6=0 有 Rea(E) = ay 
因此 
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Se 
b 


ай 
IF(COI= М‘, С) = 16] 


А2. leol -(14)2 


1=1， 于 是 得 到 


由 此 得 出 


Fol 


l | t| 
[| не [по [6], 
Е а Go 


<41 
а" 
根据 对 称 的 原因 ， 当 &= 1 时 ， 同 理 可 得 
IDOIA. 


G2 
在 条 形 0<Re&=&<1 的 边界 上 ， 有 
(4°16) log| D|- (1- Diog A1 -élogA1 <0, 
а а: 
由 于 该 式 左边 是 一 个 次 调和 函数 ， 所 以 在 整个 条 形 域 0<Rel<<] 
内 不 等 式 (4.16) 成 立 ， 从 而 
а-ю $ 
IDOSA: Ау. 
а а 


=, 则 得 (15) А: 


| 


T sup|| ПЛ-вао: 
E 


- | 26|. <A, 
G 


t 
|| 
Ал Я. 
all: 
由 此 ， 显 然 有 
• 71 o 


G-0 ` t 
A<A Ali. 
€ а аг 
љ1- Eige 
жт? 则 = a= (1- 0а + tas 


(4:17) logA;<(1-tlogA; +tlog41。 


a; аз 
这 就 表明 ол, ЕП. 
根据 上 述 结果 ， 我 们 可 以 得 到 算 子 IT 的 范 数 hp 的 一 TR 
KR: 4 p 一 2 时 ， 范 数 4p 一 1 
事实 上 ， HF p= 122, i= 1，2， 不 妨 可 以 在 (4.10 中 


Жа = 1, а= 1,3%, оі RA ре 2-1 
А Š e а-91 + 
213 
= H >z M UD EH 
26 


(4:18) logA;<(1- tlogA;+tlogAs (0<1<1), 
但 是 ， 当 p—2 81, 1-0, ЯД 
lim log Àp = log(lim Ар) <lim(1 - t)logA, + 
© p-2 к р-2 1-0 
+ lim tlog Л, = logA,. 

这 表明 

lim Ap= A,. 

р-2 
因为 A,=1, 所 以 lim 4p= 1， 这 就 是 说 : 对 于 任 给 的 2>0, # 
在 0= 6(e)>0， 使 得 当 lp- 21<6 时 ,有 4p-1<s， 从 而 对 于 
任 给 的 g: 0<q。<1， 总 存在 e>0, 使 得 当 2<p,<2+e BF, 
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(4110) 中 的 常数 4p 适合 不 等 式 : 
(4.19) håp <l. 


四 、 空 间 Zp(E) 内 函数 Tf 的 可 微 性 
在 定理 3.7 中 ， 我 们 讨论 了 在 C 中 函数 THf 的 可 微 性 。 
现在 转 到 较 广 的 空间 LE PD 中 来 考虑 Tf 的 可 微 性 ， 有 


下 述 定理 ， 
定理 4.3 若 JELp(E)，p>1， 则 Tf 有 对 zx 的 广义 微 商 
ЭТ! _ 
ZÍ -y 
或 写 为 


ЭТ! _ y! ; 
SLf “P= -ims 


证 设 G 为 任意 有 界 域 ， 那么 只 要 对 g(z) EDG) 证 明 
(4-20) Г (Т/-ф.+ П/Ф) 40, =0 
G 


就 可 以 了 。 
设 名 ED2(G)， 并 且 当 neo Bf, L (f, - f, G)—0, ЖЖ 
《4.10) 有 
010-0), @) S A;L,(f, - f, G>, 
另外 可 以 证 明 《〈 见 附注 ) 
LT fa- f), G) <M, Y, G) Lalin- f, Q), 


у<_2Р_ 
1<7<—7 р’ 1<p<2. 


这 两 个 不 等 式 表明 ПУ, 与 Tf 相应 地 平均 收敛 于 ПУ 55 Tf, Я 
之 它们 也 分 别 弱 收敛 于 IIf 与 Tf。 又 因为 


GD [ores hpo 0 Cn= 2,33, 
G 
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于 是 将 (4.20 式 取 极限 即 得 〈4*20) R. 
定理 4.4 F f; € L,(G),p>1, W f: 存在 并 且 f,€ L,(G), 
证 根据 定理 2-6, # 
f(z) = 四 (z) + Tf;, ФЄ 2.(G), @,cG, 
再 由 定理 4.3 可 得 
f,= Ф) + ПРЕТ,(С,). 
附注 ，1) 设 G 为 有 界 域 ， 若 JE L,(G), 1<p<2, Ш 
(4:22) L,(Tof, G)<M(p,Y,G) 1,0,0), 


事实 上 ， 我 们 先 假定 P<Y< 一 2 


2-р’ 
[= |а р-р 
|e-z a а= Ёт» 
Ж а= Tt 520. сЕ + +2=1, 那么 利用 
Holder 不 等 式 可 得 


ao |тоо |е ay 
G 


узус 
(ие а) ([<- 
因为 当 和 > 0 时， 常数 
моор ||: 


t 
-249 + 
+9а «у. 


-24a 
do, <œ, 


sU» 


所 以 从 (4.23) 得 到 


т 1 Ы 7-р 
JI! Ts f | do,< [ ма. 6) | (260) 


ўт 


(Про a [е 


G 


-2+7а 


do; 


<! [мао |. ма, 6) | Ld, o): 

由 此 立即 可 得 出 不 等 式 (4*22)。 显 然 ， 现 在 可 以 取消 ?>p 的 限 
制 。 

C.H.Co6onea 用 了 一 个 重要 的 不 等 式 证 明 当 了 = 


FER 22) 仍然 成 立 。 
2) HF 在 Ce 空间 中 具有 积分 表示 式 


EE TIE S 
(4.24) II1= za КО ад, 


2P i 
ле ЕД 


2-р 


{6-2 


这 个 积分 在 Cauchy 主 值 意义 下 是 存在 的 。 在 这 里 我 们 指出 ， 
HIELE), p>1, MER (424) 的 右 端 在 主 值 意义 下 几乎 
处 处 存在 并 且 等 于 ПУ, 
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根据 前 面 的 结果 ， 我 们 再 讨论 D.(G) 与 Dz(G) 函数 类 的 一 
些 性 质 。 显 然 ， 这 里 只 需 考虑 函数 类 Dz(G) 就 可 以 了 。 
定理 5.1 iZ feD,.,(G), 1<р<2, ВЕС, (6), а= 


_2p вр, (6), ЕВ. 
3р-2 


(5+1) в): = 182+ |8. 


Е 设 Gi 是 G 的 某 个 子 域 ,61,cCG， 根 据 定理 2*6 可 知 
f(z) =Ф+ТИ, g(z) =Ш (2) + Te, 
B fi= fz в=в» Т =Той, @ 5 PC 2,06). 于 是 
Íg=h+T/ Tg, h=@W9-+ Tg, + wT, 
这 里 应 注意 ， 若 了 和 8 只 要 有 一 个 函数 属于 СС), ЖАА 
R (5'1) 就 成 立 , 事实 上 , 不 妨 设 JECc!(G)， 则 对 任意 
9EDI(G1)， 按 gs 的 定义 


[своеа + seoda: = 0. 
G1 


此 即 
62) fil Јерг + (fag+ 8z 力 9 |do; 


Gi 


= Г fe pat (fg)ap Jao: =0. 


Gi 


这 表明 (6D 式 成 立 。 这 样 一 来 ， 对 九 就 有 


Ən _ фата, yoTh _ 
a T P + a Ф + УЙ. 


余下 还 需 证 明 TfiTg, 也 适合 (5:1) А, 即 对 p EDi(G)， 
有 


G (rnrgoesrdirerarfpe во. =0. 
Gi 


B 如 EDs(G) Н 3 n—co BF, L,(fa-f, @,)>0. НҒ 
TECG), FAURE (5:2) RTA 


Go fortred par nrgrgrfoelaoc= 
сұ 


(п = 2,3,4-.), 
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因为 61,069, 8, € L,(G), (4:22) 8 ТРЕЕ , (G), 
ami 


т L 了 
BEL (G), Bh Em P L Ч 2 (1+) 
= 11, АТАТ CLG 1781 + 221-1, N 


fTg1 EL), UR 5 + qL =1， 则 giThEL(GD)。 再 利 


Я (4:22) д 
Ly(To a- В), G) SM, Y, СІ ~ f G)» 


Sara oss 
а-1 


从 而 由 1,00, -1,@,)-0 C поо) 可 以 推出 Tf 平均 收敛 于 
т, АНА f, 与 T 思 分别 弱 收敛 于 九 与 Tf， 所 以 对 (5.4) 
式 取 极限 就 可 得 到 (5.3) R. 

定理 5.2 假设 

1) g= f; € L,(G) 

2) 2= 006) 将 6 平面 上 的 区 域 G” 双方 单 值 且 连续 地 映射 到 
z 平面 上 的 区 域 G, 

3) WECHIG’), ЕС NJ = |w.]:— м0, 
则 复合 函数 fw(E)) EDG), ЗН. 


, 


5.5) 9 af(z) Iwé) 3 aw) 
(5.5 Ir ÍW) = 和 党 А ә ай 


(5.6) 2 29102) wE) 3f(z) IWE) 
IWO =a ар э 


证 我们 只 要 证 明 (5.5) 式 成 立即 可 。 
首先 ，g=fz€L,(G), 根据 定理 4.4 可 知 f,C L,(G), Y 
iX, НЯ 2.6 知道 ， 在 G 的 任 一 子 域 G, 内 
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Ї= Ф +Тс,8, DEUG), g= fs, 

应 当 指 出 ,车 fEC'(G)， 则 (5*5) REY. OWE) 
满足 (5.5) 式 ， 于 是 只 需 证 明 To g 也 适合 (5.5) д. 

É ga€ DS(G) НЧ n> BF, L,(g.—g,G)—0, WI 
hwD АЕ (5.5) А, ЖНЖЕЕН f, 5 Па, 分 别 平均 k 
ЖЕУ Па, ИМЕЮ ВЕР / 5 Ig， 其 中 加 =Tg*。 又 
因为 了 = |w- |w:?e 0, 382, 


lim [11 FOWE) = AWCE) ) | Jda; 
= lim |f| 1.2) -t ао, =0. 
G 


这 表明 fawi) 弱 收敛 于 fw(6))。 所 以 ， 对 于 任意 的 
PEDIG), # 


[| feweey pdo: 
б, 
= lim орсо pzdo: 
Gr 


А НАЕ 
= — Ш |] ø) 1.0) (6) о, 
пе || 22 d 


= [2 2w) +209) 3 
um f ZO] 3z gE DWE во. 


=-~ lim ff O| ew 8-0: |е 
Gr 
== ff ZO Пеи + 60: |, 
Gr 
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因此 有 


ƏfG) WO, AD WO 


-入 fw) = 5: JË 52 ӘР" 


定理 5.5 假设 

D z = fG) € D; (G), f(G)CG, СЯ), HE 
g=f:E L(G), p>2; 

2) Dla) 在 域 G 内 解析 ，Gx CGs。 
则 复合 函数 ФГ/(2) ]= faz) Єр,(С), Ж#Н. 


(5-0) 2- novdan, 


(5.8) s= Фа) I, 


证 设 G 为 G ИМЕ, 由 定理 2.6 可知 
(2) =Ф*+Тов, в=], @*CG (G). 
设 gnED&(G1) Н n>co №}, L,(ga- в, @,)>0, НИЕ 
理 3.1 FJA fa = D*+ To ga fE Q, 上 一 致 收敛 于 了 = Фе + To s, 
于 是 多 (fr(z)) 与 ФИ) МЕ G, 内 分 别 一 致 收敛 于 @(FG2)) 
与 外 '(f(z))， 从 而 对 任意 p(z)E Di(G,)， 则 有 


Jese, 
= ви ff ФІЛ, z) Ipado: 
= wel ФСФ. аа, 


= - lim рс). с) во, 
Gi 
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-| $Ф(2)Ф/[1(#)18(#) до., 
сі 


由 此 可 知 
KEKO oao, 


这 就 证 明了 公式 (57)， 类 似 地 也 可 以 证 明 (5.8). 
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第 二 章 ” 拟 共 形 映射 


所 谓 拟 共 形 映射 是 指 较 一 般 的 一 阶 桶 贺 型 复方 程 的 单 叶 解 或 
HER. 本章 中 ， 我 们 先 讨 论 Beltrami 复方 程 在 区 域 上 单 叶 解 
的 存在 性 及 其 它 性 质 ， 使 用 这 些 结果 ， 可 以 将 一 般 的 一 阶 和 二 阶 
一 致 酉 圆 型 方程 组 与 方程 化 为 标准 型 复方 程 ( 见 书 [128]31), 并 可 
用 来 证 明 较 -一 般 的 一 阶 椭圆 型 复方 程 的 Riemann 变换 定理 ， 这 
也 称 为 拟 共 形 映射 的 基本 定理 。 


$1 Beltrami ЖЕ 


我 们 讨论 Beltrami 复方 程 
(1.1) Wa— q(z)w; = 0, 
其 中 
_ a- A +ib 
ЕТ 


开设 (1.1) WE- SMNK, E 
D alx, y), b(x, y), с(х, y) 是 在 全 平面 E 上 的 有 界 可 
MERG 
2) 在 互 上 几乎 处 处 有 A= ac- 6*>4,>0, a>0(A, = 常数 ) 。 
由 条 件 2) 可 以 导出 
ма УАУ Fb 
~V at JAN tb 
方程 (1.1) Æ Cauchy-Riemann 方程 的 推广 ， 它 是 以 下 实 的 


latz;| = <4,<1, а= 常数 。 
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Beltrami 方程 组 的 复 形 式 。 
ЈА ux- auy+ buz = 0, 
01.2) = 
МА шъ Бу + с 0, 
方程 组 (1.2) 的 单 叶 解 也 称 为 这 一 方程 组 的 同 压 解 或 拟 共 形 映 
м. 
_ 以 下 我 们 所 讲 的 方程 〈1.1) 于 区 域 G 内 的 解 w(z) ВНЕ 
则 解 ， 即 w(z) ED;,，p(G)，p>>2， 且 几乎 处 处 满足 (1.1)。 
定理 1.1 Жас) 是 在 全 平面 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 且 
[9(2)|<4<1, 902) ELp，(E)，1<p’'<2。 则 方程 (1,1) 有形 
如 下 的 解 
(1.3) №(2) =z+T,f, 1=1(2) ELE), рр’. 
Е 首先 由 不 等 式 |a (2) |P<|a(z)|”, р>р 可 以 导出 
a(z) ELp(E)、。 其 次 将 
№,=1+ (Tf).=1+1f, w= (Tf)2= f, f€ Ly 
RA ар 可 得 
(1.4) f=qa+allf=AJf. 
再 对 映射 A 使 用 压缩 映 象 原理 ， 由 于 
Lr(Afi -Af,, E)< L (alI(f, -1,), Е) 
< 4. Lo (Tf, - №), E)<qoApLr(f, -1,, Е), 
其 中 hp= П), 根据 第 一 章 定理 4.2，log4 是 二 的 凸 函数 ， 
4;=1, XAI, ЖЕ е>0, WH |р- 2 和 es 时 有 аль 
<1。 于 是 从 压缩 映 象 原理 可 知 ;， (1.4) 的 齐 次 积分 方程 
了 -4IIf= 0 仅 有 零 解 ， 而 非 齐 次 积分 方程 (1.4) 有 唯一 解 
了 ELp(E)。 因 此 (1.3) E (1.1) 的 解 。 若 取 上 面 的 p>2， 则 


由 第 一 章 定理 3.3 可 得 ，w(z) —z= Tf€C.,(E), а= с .在 


后 面 83 +, 将 证 明 (1.1)》 形 如 〈1.3) 的 解 w(z) 是 全 平面 E 上 
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HAER, ЕЖЫ. 

ТИТ ОЛА ОКО 〈1.1)》 的 解 。 

HER fo(2) = g(2) ELp(E)， 将 它 代 入 到 (1.4) АМП 
的 f 中 去 , 得 到 = Пу, а. 再 对 fi 继续 上 述 做 法 得 出 
Лл=аПл+а. -一 般 地 ,可 得 fs=gllfn-1+4, n=l, 2,07, 
由 此 Ўл. Г, =а ПС}, - {»-,). ММ 

Lo(fnie— fns Е) 1С, – fn-i), Е) 
<q Lo (II(f,- fn-1), Е) 9,4150, - fn- E) 
5 (9А) 2100р fno Е) < 
< (q Ao) "Ly (fi -fo Е). 
于 是 


1 
Lo(fnri— fn E) У (a Ар)", fo E) 
Jei 


< AD Lai- fe В, 

Юу 0<94,1,<1, ВЦ п, mott, L,(f,- fa Е) —0. 
H Ly(E) 的 完备 性 可 知 ， 存 在 f€ Lp(E) 使 得 Lolan- f, E)—0 
(п->со). 4 ў, = allf,.i+q rh № поо, SF 8 f=qllf+ q, 特 
别 地 ， 若 取 fo= g 三 0， 则 有 f= 9。f,= 4Па+а. ЖЖ 
f=q+qllf+gll(gllq) +, 

这 个 方法 使 我 们 容易 求 出 了 的 近似 函数 ， 使 其 具有 预先 给 定 
的 任何 高 的 精确 度 . 


82 局 部 同 胚 的 存在 性 


iwa) ила ар 在 点 z 的 某 一 邻 域 人 内 的 解 ， 并 且 
е 83 в 


w(z) 实现 从 A 到 ио = w(zo》 НЕНИЯ, ПХ 
wa) 是 (1.1) 在 A 内 的 局 部 同 有 三 。 

我 们 先 证 明 局 部 同 胚 的 存在 性 。 

定理 2.1 假设 G 为 有 穷 点 zo 的 某 一 个 邻 域 ， 落 
аб) ЄС.(0), 0<а<1, ШЕ z 的 某 一 个 小 邻 域 CI(C.CC)， 
存在 方程 O.D 的 局 部 同 胚 wm ECG). 

证 我们 分 以 下 几 个 步骤 来 证 明定 理 ， 

D 进行 自 变量 的 变换 。 作 非 异 仿 射 变换 6= z— zt g(zo) (2 
— Zo), 因此 


2z 7al) _ 

2 5 ааа)" 
所 以 z= zo 对 应 于 上 = 0。 经 过 上 述 变换 ， 复 方程 A.D 变 为 
(2:1) w- pw: = 0, 


其 中 
= 9600) -4q(z) _ 
PE) 1-400405 。 
2) 建立 关于 р) 的 两 个 不 等 式 。 由 1402) 1<4<1, TE 
1% 100)1<4:<1, х8 а 0%. 
ХИ p(0) = 0, ШАТЕН С :16]|<0, ЕЖЕ 


10661) -р(6,)| 
a| (aG) ~ q(z)) а - аа) | 


A= azaz) (1—q(z,) q(z0)) 


< 19(2,) -4(za)| < НЧ, а, @)|2, - 2,1 


(1-9)? (1-9)? 
«Н а, G) | ü, - G, -q(z) (é, 6) | 

A-4) 1- 19020) 
<Ha a 0) оде, 


9-4 _ 


$84. 


НЕ Gs 有 
(2.2) lo) - PCa) SMi - С], 
其 中 

M= _H(q, а, G) 


G-q3° ° 


Нм. 


(5), 191 <- 
© = 42000(1- 01), ләса, 
0, l>a. 


显 见 ，ps(C) Е C,(E) 并 且 在 G。 的 外 面 为 零 。 由 (2.2) АХ 
006) 的 定义 易 得 
10,06) 1<м|1=< ма, 


МО G< $, i=1, 2 时， 对 于 mn(6) 显 然 也 有 (2.2) 
К. REBRI, 1-1, 2, RNA 
lød -Piteols2(1- ре - + 
20601-16 
«МЕ, -tle + омог 1041. 


<3MI|, - ĉl". 
TFE3 GEG, 1=1, 2H, 
lps (6: — pa (a) |= 5M], – 6. |". 
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不 妨 假设 <1， 则 有 
(2.3) С.(рь, Gs) <Mòt + 5M<6M. 

3) 引入 积分 方程 。 我 们 把 在 G, 外 为 零 的 Ce(E) 中 元 素 的 
全 体 记 作 с. (Gs)。 显 然 ，Cs (Gs。) 是 Banach 空间 。 

求 方程 〈2.1) 形 如 下 的 解 


@4) м) = сту 10299, IO ECi(G,), 
G, 


因为 


мено, нелеп ВД, 


将 它们 代入 (2.1), ДИ о 所 满足 的 积分 方程 
(2.5) 0) – рь(6УП7= p (0), а<2, рб) = p (0), 
以 下 再 来 求解 〈2.5)。 


4) 建立 一 些 不 等 式 。 若 fEC:(Gs)， 那 么 根据 第 一 章 
(3.37) 式 有 


ва)=Пу= 21. = || поа 


Је 


由 此 ， 


(2.6) шо; | A, або % во а 


<На бә) 2л j: redr 
0 


< 人 dj e, Gp. 
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再 由 第 一 章 (3.39) 式 ， 有 


| вао -so|=| |“ . 让 


21-1 FO - 1021) 
g eff EDan 99: 


[со - ао [25 


Вр 
(2.7) Ha(Tf, 6) <МаН(ў, а, Go). 
综合 不 等 式 (2.6). (2.7) 可 得 


сыт, во <(мь+ 46° )HG. a, G < М.С. (4,6), 


其 中 M.- Me+ 所 。 于 是 由 第 一 章 (1.6) 式 有 


Calpsllf, Ga) <Calps, G,)C(TIf,G,) + 
+C(ps Ga)Calllf, Gs) 
<( 6M, 1" + мае. Me JHO, a, Ga) 


= mò (22. 24 + Ma +2)но, а, 62). 


HI 
(2.8) C.(p If, G) < M,C.(f, С), 


其 中 М, = Me( Ma+ 28. 
取 适 当 小 的 8， 使 得 它 满足 不 等 式 


ее. 
5<1 和 ò< М.м) ° 


(2.9) М, < МО. 52) geci 
和 

6M да 
(2.10) <> 


5) 求 方程 的 特 解 ， 并 证 明 其 同 胚 性 。 考 虑 算 子 IT,f=p，(6) 
IIf，fEC&(Gs)。 它 是 C&CGs) 中 的 有 界线 性 算 子 ， 将 C6(G。) 
变 到 自身 。 从 (2.8) 与 〈2.9)， 并 由 压缩 映射 原 理 可 知 ， 积 分 
方程 (2.5) 有 唯一 解 1f(£) EC&(Gs,)。 则 由 第 一 章 定 理 3.7 可 
м 

wE) = C+ TIEC(G,) ~ 


жол E IÈ ENR. 
现在 证 明 06) 是 把 6=0 ИЗВНЕ #1] (0) 的 某 一 个 邻 城 
的 同 胚 映射 。 
考虑 Jacobi 行列 式 ， 有 
3.06) = |w.|* [= G -— [ог (812) |w] 
= (1- [0з|*)|1 + ПЛ: > а - lp,|2) G - ПЛ)? 


24-42) (1- 4н, a, Gp ) 


>а-а5 (1-48 


è С. (1, G) ). 


利用 (2.3)、(2.5) 5 (2.8) 可 得 
Calf, С) <Са(рь П], Gi) + Ca(ps, Gs) 
<M,C.(f, G,) + 6М. 
由 此 
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с, G< =. 
故 当 E< В, 7,00) >0, ЖЕ wO = c+ Tf 实现 从 某 一 
ЛИ <, < 到 ww(0) 的 某 一 个 邻 域 的 同 胚 映射 。 

6) Ж A.D KARAL. REDHA z Ri 
得 到 

w. (2) = w[ z — Zo + 8(20) (2 — 2.) 1, 

显然 ， 它 是 方程 〈1.1) 的 属于 C4(G1) 类 的 解 ， 其 中 G; 是 以 z 2 
ИЕ. tE HBD <d 经 过 仿 射 变换 而 得 到 的 。 此 
ЭК, моо) 把 这 个 椭圆 盘 同 胚 地 映射 到 wo(zo) 的 某 一 个 邻 
域 。 因 此 ，wo(2) 是 1.1) 在 z 的 某 一 个 邻 域 的 局 部 同 胚 。 

以 下 我 们 证 明 局 部 局 胚 的 可 微 性 。 

定理 2.2 车 q(z)ECi(G)，z。E€G，。 则 定理 2.1 中 所 得 到 
的 局 部 同 有 wlz) СС СЕ), 0<а<1, Hi H Ж Й WC) = 
У (z-z, + a(z) (2 32)) СС" (E), 

证 从 定理 2.1 的 证 明知 道 ， 车 能 证 明 w(6) = 6+ Tf EC 
(E) 即 可 。 


同样 ， 我 们 可 以 认为 PO ECKE), FEN |< 


pi(6) =p), XER ICI 之 外 ps 三 0。 我 们 将 对 m=1 的 情 
况 给 出 证 明 。 一 般 情况 可 类 似 地 证 明 。 

现在 假设 p, C Cs(E)，0<a<1。 考 察 Ce(E) 中 的 线性 方程 
(2.11) g- р» ПВ- (рь) Тв = (ра). 
它 的 系数 pp、(ps): 均 属于 Са(Е). У || <а;<1, 所 以 
d-e), XAF. TEDE 2.1D 可 转化 为 如 下 的 非 齐 
次 积分 方程 
(2.12) 6-С - рь) (рз) „Тв = [1 - р)" (в) ‚1, 
Hh CU- psHD)-:(ps):]ECo(E)。 因 为 工 是 全 连续 算 子 ， 而 
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(Г- ра) 是 线性 的 ， 所 以 A- pI) (рь) „Тв E С (Е) 也 
是 全 连续 的 。 我 们 要 证 明 方 程 (2.12) 在 CE) 中 总 有 解 ， 设 
Е 这 个 方程 等 价 于 奇异 齐 次 方程 
(2.13) — рәв, - (0) Тво = 0, во € C. (E), 

因为 在 点 co еня D. = 0, ВД во Æ co 点 的 邻 域 为 零 。 引 进 
函数 


E 


利用 第 一 章 (3.45), (3.47) 式 ， 可 得 
(Тв). = gos pollgo+ (р) „Тво= (psIIT go) ,| 
FÆ (2.13) 可 写成 
(Tg,-pdlTg);,= 0. 


№ Te- ПТ в = Dz), ЖФ) 是 整 函数 ， 但 是 
Te- р ПТ во 在 co 点 为 零 ， 所 以 Ф(2) =0. BHH 
d- pT) (Тв) =0. 
X -pl TŽ, ЯТь=0, TR g = (Тв), =0. 根据 积 
分 方程 理论 ( 见 [67])， 知 (2.12)、(2、11) 有 属于 CE) 
(0<a<1) в. ЖА (2.11), Е co 点 为 零 ， 由 第 一 章 
(3.45), 、(3.47)，(2.11) 可 以 写成 
[Tg-plITg- pJ; = 0. 
因 之 Tg- psIITg= ps。 这 就 是 说 方程 (2.5) 有 形 如 f= Те 
Ж. М» вЄС.(Е), FÆ 1ЕСКЕ). НЕ: Т1ЕСКЕ). 
完全 类 似 地 可 证 ， 
定理 2.3 #940) Є0,(С), m>1, р>?, E HG Æ 
до 点 的 某 一 个 邻 域 ， 则 定理 2.2 HERE 
Wo (2) ЄР, ,р(Е), 
定理 2.4 设 q(Z) ССС), z,€G, 0<а<1, т>0, 2,04 


WRR GCG, HE w 是 (1.1) XT U G, 0 м, 
HJ a.D 在 G 的 任 一 个 正则 解 均 可 表 为 

(2.14) w(z) = O[w,(z2)1C€ Cz*1 (G), 

此 处 @(w) ЕК м, (бо 上 的 任意 解析 函数 。 

证 首先 验证 〈2.14) 中 的 函数 w(z) 是 ар 的 解 。 由 
定理 2.2 知 ，wo(z) € C2*'(E), ВН B[wo(z)] ECs*!1 (Ga). Ш 
м: = b”wo: = 'qwi,= qw, В (2.14) 中 的 函数 w(z) 是 (1.1) 
的 解 。 

其 次 证 明 A.D 的 任 一 个 正则 解 w(z) 均 可 表 为 (2.14) 
的 形式 。 以 z= z(w) 来 表示 函数 w = wo(z) RRX, ERR 
Ж Dw) = w[z(wo)]， 则 w(z) = ФСО) = @[wo(z)]。 现 在 要 证 
@(w) 在 w (G) 解析 。 事 实 上 ， 由 于 


[四 (wo) 15, = W;zp, + 0220 = №, (25, + 820,)» 


1= (Wo)w, = (УСС) Јо, = WozZw, + Мо Bw 
= ог (Zw, + 42,,)» 
所 以 wz 六 0， 然 而 
0= (мо) а, = 5:25, + йо = Мо, (28, + 425,), 
可 推 得 zz,+ 420,=0. FELIS (wo) Jo, = 0. i DCW) 是 м, (бо) 
内 的 解析 函数 。 
应 用 定理 2.3 和 公式 〈2.14)， 可 得 : 
定理 2.5 若 q(z) EDm,p《(Go)，m 之 1，p>>2。 则 方程 (1.1) 
的 任 一 个 正则 解 w(z) € D... (G). 
定理 2.6 #940) СС.(6), 0<а<1, 2,66. 则 方程 
a.D 的 非常 数 解 的 零点 在 G 内 是 孤立 的 。 设 w(zo) = 0， 那 么 
在 z 的 某 邻 域 Ge 内 
(2.15) w(z) = [(z 2,) + q(z,) (Z - 2,) "6 (z), 
#фип>0, 2(2) 在 G, 内 恒 不 为 零 并 且 Hölder 连续 。 
证 由 (2.15) 式 立 即 可 知 wo 零点 的 孤立 性 。 所 以 只 要 
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WE (2.15) 式 成 立即 可 .利用 (2.14) 式 ， 由 于 wo= м, (0), 
(wa) = 0， 所 以 
w(z) = Ф w, (z)] = [w — wD, (w) 
= [we (2) — wi (zo) "Ф, (и, (2)), 
ШЖ ФУЛ ТЭН Bo[wo] 志 0。 但 是 wo(z) = (© =6+Т/, 
因此 


Wo(z) = Wo(zo) = w(E) —w(0) =E- |ë = do, 


= Gw. (5), 
其 中 


= 1 fE’) do,’ 
о я ое KOETI 


=Z- 25+ q(z) (2 — 22). 
由 于 IOI Gils АН, М 2<p< 2 


=, Ж 


所 以 -人 erw), 根据 第 一 章 定理 3.1， 有 w) ECE), 
B= -2 现在 来 证 明 w。(0)*0。 ЗЬ, АС G) 


<= Я 


- [í lal 
и, (0121 al 1 ао 


1680, G) ff do; 
>1- , А 
x ff 1 
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Heath, бо > 1 


21- 


>0. 


于 是 we[(z 一 zo0) + q(z (3 一 50)]= w O 在 z=zo 的 某 个 邻 城 
G, 恒 不 等 于 零 ， 从 而 
w(z) = См, (C) 1"Ф,См (2) ] 
= [(2- z) + a(z) (2 - 2) J'(w,[ (z 20) 
+ q(z0) (2 - Z) ]} "ФГ м (t) J 
=[ (z — z.) + q(zo) (Z - 2.) "6 (z), 
НН Ф020) +0, z€ G, Ж#Н Hilder 连续 。 
利用 (2.15》〉 式 易 得 以 下 定理 : 
定理 2.7 设 q(z)ECs(G)，0<a<1， zoEG。w(z) 是 
(1.1) 在 z 的 某 邻 域 Ge 的 解 ， 则 当 z ЗЕЯ ф = arg(z — z) 
= const F z, tF, 
(2.16) PORED SAE aade), 
其 中 A, 是 与 p 无 关 的 常数 。 
从 (2.16) 式 可 知 ，Beltrami 方程 的 解 在 zx 点 有 关于 z 的 
微 商 的 充 要 条 件 是 q (z) = 0. 
定理 2.8 ( 辐 角 原理 ) 设 q(z)ECa(G),，0<a<1。 车 
№(2) 是 Beltrami JWR, HEW ED wo 在 G+ 上 连 
续 , TH G 的 边界 ，2) walr. Ww 在 G 内 只 有 有 限 
个 零点 ， 其 零点 总 个 数 N 由 公式 


(2.17) N= - Arargw(D 
给 出 。 而 且 每 个 零点 有 多 少 重 就 算 多 少 次 。 
证 从 定理 2.6 及 上 述 条 件 2) 得 知 ，w(z) 在 G+ 上 只 


有 有 限 个 零点 ， 以 z,…，zw 表 示 w(z) 在 G 的 零点 NEF 
点 ， 排 上 n 次 ) .利用 (2.15) 可 得 
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N 
w(t) =w (2) сс zo + а) (2 - 203, 
б ket 


其 中 we(z) 在 G+ 上 连续 并 且 恒 不 等 于 零 ， 故 


去 Arargwo(z) = 0. 


хн 141<1, ВН 


1 


zg Ararg[ (z д) + аб20) (2 — 2⁄1 


= 去 -Ar ars[ (z— zf1 + alz) 2 J] =1, 


= 
从 而 N= a Arargw(z). 


”定理 2.9 ita), СС.(6), 0<a<1, Ж#Н Beltrami 方程 
的 解 w(z) 把 z,€ G 的 某 一 邻 域 双方 单 值 地 映射 到 点 w = w(zo) 
的 邻 域 ， 则 对 应 的 变换 行列 式 在 z 点 不 为 零 ， 

(2.18) ` J= ма |wal’>0. 
证 由 定理 2.4， 有 Ww(z)= pwa], MA 
J=]@'|*[|wa,]? — Iwal]. 而 
Woz = Wor + ка, 
Woz = Word (2) + Wor。 
所 以 
Ги 12 wal? = Q — [q (za) |2) |w, |? — [wz]? 
= (1- laG219)J GO >0. 
ХА w2) Тир HARER ft, ФО) 2 га UL f Er sñ 
数 ， 则 Ф’0. МАН 
了 = м; — lw,*> 0, 
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$3 完全 同 胚 的 存在 性 


设 w(z) 是 方程 (1.1》 在 全 平面 上 的 解 ， 并且 w(z) 3: 
现 从 E 到 整个 平面 的 同 胚 映射 。 则 称 w(z) 是 〈1.1) 的 完 全 
aE. 

定理 3.1 ikal) EL/CE), m>0, р’<2, 0<а<1, 
9(2)|<4<1, МУЖ (1.1) 的 解 w(z)=z+Tsf 是 (1.1) 的 
е, ЗЕН wa) - 266+ (E). 

证 因为 1a(z)|<qo<1，4q(z) ELp (E), p'<2, 选取 充分 
小 的 使 得 当 fp-2|<e 时 ，p>2， 从 定理 1.1 ER 
10961.00), 注意 到 1=0, 当 zeG, X r= -1Í|/ 


iG < 


fera, -1 [Í ICED ao, 则 有 


É >l 
mti<1( [| seer оао Ў [| iiao) 
еа, ¿< 
Јене ea)” (|| aa)” 
人 dbi 


<1( 527. ьо, Е) + у, E) 


и 
«М0, р), В), фа Pp <s, Фе >Ь 


22). вітеЛ<ос), ВЕ 


25 \: 
M(p, рэ = К 2-4) +H 
以 在 无 穷 远 点 附近 有 
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%(2) = zji + 17] =211+0(27)]. 


又 因为 a(z) E C2(E)， 从 定理 2.2 知 ， 在 平面 上 任 一 点 的 邻 域 
wE, В мб) - z€ С1* (Е). 

现在 证 明 对 于 每 个 固定 信 w, w(z) 可 以 取 到 一 次 并 且 只 取 
一 次 。 事 实 E, w,(z) = w(z) -wo 也 是 ар 的 解 并且 在 
z= co 附近 有 м, (2) = z[1+ O(z”1)1, Ну, (ә) 不 恒 等 于 常 
数 ， 以 卫 表 示 充 分 大 的 圆周 ， 由 定理 2.8， 可 知 


起 -Ararews(z) 


1 


-1 = 
A Ararg[1+O(z-:)]=1。 


1 
= — A rargz + 
r: A rarg; 


故 存在 一 点 并 且 只 有 一 点 z 使 得 w*(zo) = 0, BJ w(z) = wo H 
此 w(z) 为 〈1.1) УЕ, Н w(co) = co, 

使 用 定理 2.4 易 得 

定理 3.2 假设 4(z) ELp,Ca(E), 0<а<1, р'<2, la) 
qo<1， 则 在 某 一 个 区 域 G 内， (1.1) 的 所 有 解 均 可 表 为 如 
下 形式 
(3.1) w(z) = 中 [Lx(z)]， 
其 中 由 (6) 在 区 域 G:= x(G) 内 解析 ，x(z) 为 (1.1) 的 完全 
мк. 

定理 3.3 #19(2)|<4%<1, q(z) Е Ly'C, (E), 
q(z) € C1(G), 0é<a<1, p'<2, т>1, rh G z 3 Ей 
某 一 个 区 域 ， 则 (1.1) 的 完全 同 胚 w(z) 满 足 ， 1) w(z) € C (E); 
2) w(z) € CZ*1(G). 

证 显然 ， 从 定理 3.1 可 知 w(z) ECE). 

i G' 是 G 的 某 -- 个 闭 子 区 域 ， 取 一 个 多 角形 КЕС, W% 
得 G'SGo，Go 二 G. 我 们 可 以 将 gq(z) 拓展 到 Go 之 外 , 使 得 
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ас) 仍 满足 定理 的 条 件 ， 记 拓展 后 的 函数 为 go(z)。 根 据 定 理 
3.1， 对 应 于 go(z) 的 Beltrami 方程 的 完全 同 胚 是 存在 的 ， 记 为 
we(z)。 根 据 定理 2.2，wo(z) ССЗ (E). 再 由 定理 3.2, 方程 
(1.1) 在 Ge 内 的 解 w(z) = Dw), 其 中 四 (wo 在 区 域 
WG) 内 解析 。 因 此 w(z) ECIt G), BJ wC) ECI). 

定理 3.4 在 定理 3.2 的 假设 条 件 下 , 方程 (1.1) 的 所 有 
完全 同 胚 w(z) 都 可 表示 成 如 下 的 形式 
ax(z)+ B 
Yx(z) +ð’ 
这 里 x(z) 是 方程 (1.1) 形 如 x(z) =z+Tf 的 完全 同 胚 。 

证 由 定理 3.2， 可 知 w= [x(z)]， 这 里 多 (x) 是 解析 Eñ 
数 ，x(z) ЖФ, НИ oo 是 把 x 平面 共 形 映射 到 w E 
面 的 同 胚 映射 ， 即 B(x) 是 分 式 线性 映射 


(3.2) W(z) = aò- ҮВ%0, 


ax+B 
Yx+ó ' 
而 x(z) 具有 (3.2) 的 形式 。 

下 面 我 们 要 消去 上 述 各 定理 关于 q(z) 的 Hilder 连 续 的 候 
设 。 

定理 3.5 设 q(z) 是 可 测 函 数 并 满足 条 a lal<a 
<1(4 为 常数 )， 且 34 |z|>R(R< +оо) 时 ，q(z) 三 0， 则 方程 
a.D 的 形 如 (1.3) 的 解 w(z) 实现 z 平面 到 平面 的 同 胚 
上 映射， 并且 w(z)》 УЙ = z(w) 均 属于 某 一 个 Ca(E)， 
0<а=а(Е, qo) <1. | 

证 假设 qr(z)，n=1，2,…， 是 在 全 平面 连续 可 微 的 函数 
列 ， 满 足 条 件 


(x)= 


ад ~ YB#0, 


lq:(z)|<ao, 
qa(z)=0, 当 |z|>R,， H a) >al). 
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因此 ， 对 于 任意 p>0， 有 
1569. ~ q, E)—>0 (пс), 
由 定理 1.1， 可 知 函数 w,(z) = z+ ТУ, 是 方程 


(3.3) wa — 4.02), = 0 
的 解 ， 而 fa(z》 则 是 方程 
(3.4) Ў, = а.) Пу, + q, ; = 


的 解 。 由 (3.4) 可 得 有 (2)=0( 当 |z|>R), 并 且 . 
Lolfa В) 164,00) Пу, E)+ 164 E) ``. 
Sq Л 1,0, Е) + Lolan E). 
选取 e 充分 小 ， 使 得 当 jp- 2] <е В, а Л<1, МИ, 


1 
3.5 L (f, E) 过 一 一 一 -一 一 „Е 
(3.5) P (fo Е) ал L;(q, Е) 


C 
”所 一 一 一 上 一 一 < 二 
ї-флр C 


其 中 Ci 是 与 m p 无关 的 常数 。 又 由 (3.4》 有 
Ín- =, fm) + (qn — qm)Ilfn+ an- qas 
.然而 
Lplqnll(f, - fm), Е) а, fm), E) 
<qo NpLo(fn— fm Е). 
Lol lan- am) fm, E]< Liy (q, ~ а, E)Lpp (I fm, E) 
SemmA pp'Lpp: (fms E), 


其 中 ewm= Loglan- am Е), 去 + 言 = р'>1, q'>1, № 


Шр 充分 接近 1, Ф Ar <1. JX (3.5) 式 可 得 


Lpr (fm,E) <———“ — 


这 里 C, Жуп, т 无 关 的 常数 。 于 是 
° 98 ° 。 


Lol fa~ fms ВЛ и- fms E) 
+ EnmA Ly, (fm E) + Ету 
其 中 em= 1569-4» Е). Wie 


Lolfa- fm E) < [ель 


У аля te"). 
Мп, тоо 时 ， 有 2-0, 65,20. М Lolfa- fm Е)->0. 
MUFE SELE), CE |z|>R 便 为 零 ， 并 且 使 得 Ly(f, - f, 
E)—0(n—e), #15010, – f), E)—>0(n—co), ЩЖ] (3.4) 
式 可 知 f-q(2)IIf= а(2). 

记 w(z) =z+Tf， 它 是 〈1.1) 的 解 。 以 下 要 证 明 w(z) 是 
定理 中 所 要 求 的 解 。 对 于 ww- w*=T(f- 加 )， 利 用 第 一 章 定理 
3.1, 可 得 


Calw- ws) «МИ 15), а= 22, p>2， 其 中 


М. 是 常数 ，wn(z) 在 E 上 一 致 收 化 于 w(z)ECa(E)。 根 据 定理 
3.1 和 定理 3.3, w,(z) 是 z 平面 连续 可 微 映射 到 w 平 面 的 同 
BE. Pl zs(w) 表示 wa(z) 的 反 函 数 ， 对 于 所 有 W Я 2, A 
230%, (2) ]=2, WwWn[zn(w)]= w. BA, 


> 1 
2,5 = 7 Wanz у “Zn = 7. 0,» 


其 中 Ju = |, „|2 [wal = A- lanl?) №: 2>0. М 

(3.6) 215 + q [z, (w) 12,5 = 0. 

H T glz wE w 平面 的 某 一 个 圆 天外 等 于 零 ， 所 以 从 (3。 6) 
ЯГА, ЧЕК 2 2.5 =0. 2, 2.5 ELp(E)。 再 根据 第 一 жж 
理 2.6 得 到 

(3.7) 2,00) = w+ @,(w) + T(Í,), 

其 中 中,(w) 在 全 平面 上 解析 ，J。= -alz (9) 02,0. Eak, fa 
在 开外 为 零 . 故 limT(Js)=0。 FN w- za(w) = С) — z 
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=Tf， 所 以 


lim [w- zs(W)]= lim Ть=0. 


H (3.7) REA lim Фб») = 0, Ф.) =0, RË (3.0 А 
就 成 为 

(у) = w+ T(Í.). 
由 这 个 公式 和 (3.6) 式 ， 可 得 关于 р, 的 方程 


Теа) ТИ, = -Go[za(w)]。 全 
HR 10.20%) 21<4<1. 与 前 类 似 ， 可 证 
(3.8) І. El<C,, 
其 中 C, Уп 无关，p> 2，qeAp<1。 由 此 ， 类 似 有 
С 2,00) ~-w，E]= C,ET(],), E]<M,C,, a= 2-2, 此 


处 M, 是 常数 ,因此 可 选取 子 序 列 z, Cw) £ 平面 上 一 致 收 % 于 
2z(w)ECe(E)， 而 z(w(z))=z，w[zw)]=w。 即 w=w(z) 是 
z 平面 到 w 平面 的 同 胚 映射 。 定 理 3.5 证 毕 。 

在 定理 3.5 中 ， 假 设 了 在 >R, аб) 三 0。 下 面 要 取消 
这 个 假设 。 

定理 3.6 al) EL (z), р'<2, 14(2)1<9,<1, AXE 
а 为 常数 ， 则 Beltrami 方程 (1.1) 存 在 完全 同 胚 w(z) € C. (E), 
0<а<1. 

证 ik wa(z)=z+Tfa (wa(co) = co) 是 方程 
(3.9) Wa— qa (z)w;= 0 
52, НН 


ав(2) ={ 


a(z), |z|<R, 


0, >в. 
由 定理 3.5， 可 知 wp(z)ECe(E)，0<a<l。 
(Ес 
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Was 1 —— 
Wa(z) — wa(0) ° 
显然 6(0) = co，5(co) = 0， 由 定理 3.4， 可 知 6(z) 也 是 (3.9) 
的 完全 同 胚 。 
考察 以 下 方程 
(3.10) WwW: ~ 4,06) №; = 0, 
其 中 


¿= 6(2) = 


at= [IDR 2-16). 


[1 - q(z)qa(z)Jë; 


显然 |q1(z)|<q;<1,， ЖН = co Ж — 1 $ 3 D = 462 
<R)} 中 q1(6) 三 9。 使 用 定理 1.1 和 定理 3.5， 可 知 方程 (3.10) 
АН: м, (6) Е Са(Е). 
再 来 研究 函数 w. (2) = wi[5(z)J]. 由 于 56(z) 和 wi(&) 是 (3.9) 

和 《3.10) 的 解 ， 所 以 在 lzl>R 中 ，6z 二 0, 而 在 6= оо р 
内 ，wE = 0。 这 样 一 来 ， 

М.б Маа = Wia |2 В 

Wez= Wiebes Wrz= б |z|<R, 


于 是 当 >R, 有 


Waz = q(E) Wba = ao- Wiba 


= q(z) CWir = q(2)w,;, 
同 理 当 |z|<R BF, 也 有 Wrz=4(z)wsz， 即 ws 是 (1.1) 的 完全 
МЕ, Tü 


ГЛИС. РЕНИ 
0 = те 


是 a.D 的 完全 同 胚 .因为 5=5(z) 除 z=0、co 之 外 属于 
Cal(E)， 又 Wi(6)ECal(E)， 所 以 ，w(z) 除 z=0、co 之 外 属于 
CalE)， 又 因 w(oo)= co， 故 在 平面 E 的 任意 有 限 部 分 w(z) 
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ECe(E)。 


84 Beltrami 方程 解 的 表示 式 


在 定理 1.1、 定 理 3.2 和 定理 3.4 中 ,我 们 得 到 了 Beltrami 
方程 解 的 几 种 表示 式 ，w(z) = z+Tf，w(z) = [x(z)] 和 
ах(2) +B 
Yx(z) +ò ° 
其 中 хб) 是 完全 同 脖 ， 但 是 这 些 解 所 建立 的 映射 ， 一 般 来 说 不 
是 连续 可 微 的 。 然 而 可 以 证 明 : 当 解 w(z) = z+TfED,p(p>2) 
时 ， 它 具有 类 似 于 连续 可 微 映射 的 一 系列 性 质 。 有 了 这 些 结论 ， 
我 们 可 只 在 |a(z)|<q。<1 的 条 件 下 研究 (1.1) 解 的 性 质 ， 并 将 
证 明 以 下 定理 。 

定理 4.1 10 100)1<0,09<1), alz) E Lp (G) (q'<2), 
又 w(z) =z+Tf 是 Beltrami 方程 (1.1) 于 全 平面 上 的 解 ，9 是 可 
测 集 ， 则 

1) w(Q) 的 测度 为 


mesw(Q) = ff Ju(z)dozy 
о 


w(z)= 


此 处 Ju 是 w=W(z) 的 Jocobi 行列 式 
Ba 2 2 = ы 
т 9: 22 | * 
D 对 于 任意 在 集合 w(0) 上 的 可 和 函数 jw)，9(2) 
= 1(%(2)) Е Q 上 可 知 ， 并 且 有 
fÍ топао, ff сло содао, 
о 


wig) 


3) 设 9 是 某 一 开 集 , 如 果 函 数 fw) 连续 且 1 ED,,,(w(0))， 
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那么 函数 p(z) = f(Cw(z))E Duz(9)， 并 且 下 面 公式 在 9 中 几乎 
处 处 成 立 

ф:= fuWz + {0 

gz= fw; + fi 

4)》 设 58 充 分 小 ， 对 于 满足 
Пули 

#4 Л2<1, 12-9|<ӧ а, wawa) 及 其 反 函 数 z=z(w) 
EDup(E)， 并 且 z(w) 也 有 以 上 性 质 1) 2), 3). 


5 令 
_ |z |2 | ах | 
则 J,Ju=1 几乎 处 处 成 立 ， 特 别 ， 几 乎 处 处 有 7.20, J.>0. 
证 首先 说 明 : 由 于 定理 1.1， 可 知 wa) EDE), 
р>2. 


1) 若 wn(z) =2+Тр 是 如 定理 3.5 中 所 述 方程 (3.3) 的 连 
续 可 微 解 ， 记 


_ | д, |? ду, |? 
1.0) = az | izl?’ 
则 对 于 任意 可 测 集合 0， 象 集 w(9) 的 测度 
(4.1) теу, (0) = ff Jado, 
o 


设 mesQ<C,， 此 处 Cl 是 一 个 固定 常数 。 应 用 H6lder 不 等 式 、， 
4.1) 以 及 wn(z) 的 表示 式 ， 有 


(4.2) тев» (0) < [[ 1+ ПР) до. 
о 


<2(|Jao: + Г MSAKA 
о о 
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< пез (лао) (mesa) ] 


<C, (пез0)*, 


此 处 二 + Z- 1，p> 2,C: 是 一 个 仅仅 依赖 于 qu.p 和 Ci 的 常数 。 
现在 利用 (4.2) 式 来 证 明 


(4.3) mes*w(0) <C, (пез). 


假定 9 是 开 集 ， 设 w. € w(Q), ИЖ A z CQ, у, = w(z.), 
并 且 Q 包含 有 以 z 为 中 心 ，5> 0 УИ KG), X z 在 
MK 的 圆周 上 ， 则 由 第 一 章 (3.3) 式 及 本 章 (3.8) Ж, 
有 
d= |z, - z,| <C,|w,(z,) — (21) 18, 

此 处 常数 C,. BON Уп. В у= ws(z) 实现 z 平 面 到 
w 平面 的 同 胚 映射 ， 由 上 面 不 等 式 可 Я: 在 映射 W= wa(z) 之 
T, ШК) 的 象 复 盖 某 个 以 w(z) 为 中 心 、 半径 不 小 于 


2) ВИ. KERB н) она) (noo)， 因 此 从 充分 大 
的 nn 开始 ，w。=w(z,) Ewn(0)。 于 是 


м2) с У ЈЕ, E,= [| w(9)。 
кл 


nek 


再 由 (4.2) 可 知 。 (4.3) 式 对 于 开 集 成 立 。 
对 于 任意 可 测 集 Q, 任 取 es>0， 都 存在 开 集 О осо’, 
并 且 
тез’ <mesQ + =, 


не 


1 
mes*w(Q)<mesw(Q'”) <С,(тез9”)ч 


<C,(mesQ + г). 
由 于 的 任意 性 ， 可 知 (4.3) 式 对 任意 可 测 集成 立 。 
设 Q, 是 一 个 长 方形 ， 使 得 mesQ,<C,, C, 为 一 常 ж. 使 用 
(4.2), (4.3), TA 
(4.4) lim mesw,(Q,) = mesw(Q,). 


因为 Ит, =7, Јо =|1+ ПЛ 17, ЭНА # + 3 тоо 
(коо), 144 

Jale (оо) 
ЛЭР зл. НРК осо, (4.2) RR 立 ， 再 


对 积分 | Indon MUD, T 
o 


mes w(Q,) = Л Jo doz, 
oo 


最 后 利用 (4.3) 式 ， 可 知 : 
mesw(Q) = || 1.(2)40., 
j 


对 任意 可 测 集 9 成 立 。 

2) 使 用 D TEA 2) 成 立 。 

3) 车 w=w(z) 是 连续 可 微 的 变换 ， 那 么 由 第 一 章 定理 
5.2, 可 知 在 集合 9 每 点 的 一 邻 域 ， 结 论 3) 成 立 。 

现在 考虑 3) 的 假设 ， 令 D=w(Q)，w =w(z), z CQ. ik 
wn(z) 连 续 可 微 , 并且 Wn(2) 一 w(z) (nco). 记 9n(z) = f(w,(2)), 
那么 在 某 个 以 zo 为 中 心 的 充分 小 的 图 s 中 ， 显 然 有 


学 


S = f Gw G ан + јест, б) 208, 
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因此 ， 


Ja 


ESKA 11] Сю) Gw.) z+ fs Ow) Са) doy 
z 


10109) 


lul? + 41751 до, 
= JJ 1-9 ый 


wns) 


显然 此 处 的 上 界 可 与 六 无 关 。 注 意 到 在 Е, фаб) 一 致 收敛 于 
ф(2) =f(w(z))， 所 以 结论 3) 对 于 JEDua(w(9)) 成 立 。 
4) 假定 z(w) 如 定理 3.5 中 所 述 ， 记 
Gn(W) =а(2.(м\)), w) =q(z(w)), 
此 处 z*(w) 满 足 方 程 (3.6)， 即 znz + 4(w)Z,oe = 0. 
首先 证 明 ， 对 于 任意 e>0, A 
(4.5) mesE{|ğ (w) - 0.0%) |>} 0 (n>), 
由 于 当 |z|>R Bf, q.(z2)=0, 又 当 nn 充 分 大 时 , 400) = 4, (№) = 0 
〈|z|>R)。 所 以 依照 Д.Ф. Егоров 定理 ， 对 于 任意 予 先 指定 的 
o 和 都 存在 集合 Kon EAH NNO, N), z€ K;,, 时， 有 
mes(K - Ken) <o, 
(4.6). laz (2) – 8(2) |< т. 
转 到 变量 w = w(z)， 对 于 n>N, w€ w,.(K -KoH 
las(za(w)) — q(za(w))| <n, 
又 由 于 (4.2) 式 ， 有 
(4.7) mesw, (К - K;,,,) <оо‹, 
另 一 方面 ， 由 Луэин 定 理 ， 对 于 任意 ov 四 和 wo 存在 集合 
Кот, В |22710, 2, 27 СК, „в MeS (К-К) 
<o 时 有 
(4.8) latz) – а(2')|<т. 
mno 时 ， 在 整个 平面 上 ，zn(w) 一 致 收敛 到 z(w)， 所 以 
由 上 式 ， 对 于 
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(4.9) \ЕМ,(К - К, „рг, )» 
w€w(K- К.р)» 


有 
(4.10) |g(zaGw)) - g(zGw))|<n.. 


即 由 (4.2)、(4.3) 知 ， 除 去 测度 为 2coi 的 集合 外 ,对 于 任意 


q 
e>0, 6>0. ament, 0-0 (2) ,利用 (4.7)、(4.10) 


式 ， 对 于 wEW(K) 和 适合 |z,Gw) -z(w)j<6 的 pn， 导出 某 集 


合 的 余 集 的 测度 不 超过 2cois + co? = 6 的 集合 外 ， 有 
14 (у) - 4.(\)|<=, 

于 是 (4.5) 成 立 、 即 gs(w) 度 量 收 你 于 а»). 

因此 ， 对 于 任意 p>1 和 z=z(w)， 有 
(4.11) Lp(Gn(W) – 4(w))—0(n— eo), 
显然 , AFER 14.0%) |<, 146) |<, 9<1, (4.5), (4.11) 
以 及 (3 .6) 可 知 z=z(w) 也 有 性 质 1)、2)、3), В. z(w) € D, (E), 
р>2. 

5) 注意 到 几乎 处 处 有 J,,—Jo(k—co), J,(z)*J,Gw) =1 8 
及 关于 yz 的 类 似 的 事实 ,再 借助 于 取 极 限 , 可 得 5) .定理 4.1 证 毕 。 

利用 上 述 定理 可 得 如 下 结果 : 

定理 4.2 18 1602) |<а,<1 (gq, 为 常数 )，4q(z) ELG) 
(p'<2), 设 wlz) 是 (1.1) 属 于 Dp(G)(p>2) 的 正则 解 ， 则 
Ww(z) 可 以 表示 成 
(4.12) W(z) =Ф[х(2)], x(z)=z+ TJ], 
其 中 f 是 1- eN =a 的 解 ，@(x) 是 区 域 x(G) 上 的 任意 解析 函 
数 。 如 果 正 则 解 w(z) 在 G 内 有 孤立 奇 点 ， 则 w(z) 也 有 (4.12) 
的 表示 式 。 反 之 ， 设 中 (x) 是 在 区 域 x(G) 内 除 孤 立 奇 点 外 是 解 
析 的 ， 则 形 如 (4.12) 的 函数 w(z) 是 方程 (1.1) 的 正则 解 。 
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证 jeit w(z) dè Beltrami jjis (1.1) 于 区 域 G 内 的 正则 
解 ， 且 mw(z)EDup(G)(p>2)。 由 定理 3.5， 知 x(z) =z+Tf 是 
z 平面 到 x 平面 的 同 胚 映 射 .使 得 x(co) = co .以 z(x) 以 表示 x(z) 
МУЖ, ЖЕ Ф(х) = w[z(x)]， 使 用 定理 4.1, 可知 z(x)E 
D,, (E), p>2, +: Ф(х) ED1,,(x(G))， 且 在 x(G) 内 几 
平 处 处 有 

Ф: = w,zx + Wa2z = w;(z; + q)z(x)Zs) = 0, 

根据 第 一 章 定理 2.6， 便 知 中 (x) 是 区 域 x(G) 内 的 解析 函数 ， 
反之 , 设 中 (x) 是 区 域 x(G) 内 的 解析 函数 , 由 于 wa = 中 '[x(z)x]， 
м.=Ф/[х(2) 1х, м -а(@а)м, = Ф020) [xz — q(z)x,] = 0, 
这 就 证 明了 w(z) 是 方程 (1.1) 于 区 域 G 内 的 正则 解 ， 并 容 易 推 
知 w(z)EDup(G)。 类 似 地 也 可 证 明定 理 的 其 余部 分 。 

由 定理 3.5 与 定理 4.2， 可 知 方程 (1 .1) 在 区 域 G 内 的 任意 
正则 解 满足 H6lder 条 件 ， 这 样 便 可 将 解析 函数 的 许多 性 质 如 辐 
角 原 理 、 奇 点 附近 的 性 质 等 转 到 复方 程 (1.1) 的 解 上 来 。 


$5 拟 共 形 映射 的 基本 定理 


本 节 首先 给 出 Beltrami 复方 程 (1.1) 将 多 连通 区 域 卫 映射 
到 一 些 典 型 区 域 的 同 胚 解 即 拟 共 形 映射 的 存在 唯 -- 性 定理 ， 然 后 
讨论 复方 程 


(5.1) мг 402): = 0, |4(2)|<а,<1, 
及 
(5.2) №: - 9, (2)%, — q, (2)iD ; = 0, 


la,G)|+ la,Gz2)|<a,<1 
于 有 界 单 连通 区 域 D 上 的 相应 结果 ， 此 处 dj、q、4 在 D 外 等 于 
0. 
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一 、 关 于 复方 程 (1.1) 的 基本 定理 

不 妨 设 DD 是 有 界 N+ 1 连通 圆 界 区 域 ， 其 边界 TT 是 由 N+1 
个 圆周 Г; Iz-zi|=Yi(j=0，1，…，NN) 组 成 ， 其 中 Po 为 
[zf=Y6=1，|zj|<<1,，Yj<1(j=1,…,N)， 又 z=0ED。 因 为 否 
则 ， 使 用 一 个 单 叶 亚 纯 函数 56(z)， 它 将 一 般 N+1 连 通 区 域 D 
(不 妨 设 DD 的 各 边界 分 支 均 多 于 一 点 ) 映射 到 上 述 圆 界 区 域 ， 
而 方程 (1.1) 转 化 为 

wiza Ew = 0, |aG(0))[|<a, <1. 

其 中 z(6) 是 5(2) 的 反 函 数 。 以 上 方程 与 方程 (1.1) TURER 
同 的 。 | 

定理 5.1 ”如果 复方 程 (1.1) 中 的 系数 (2) #9 (2) [<< 
1, Наб) =0, ZED, ВАЕНЕНИ Му), ВМ+1 Е 
НИЯ р ЈЕВ: Э, 

D УЕ N+ 1 连通 贺 界 区 域 G (G 与 D 类 型 相同 )， 
使 w(0) =0，w(1) = 1。 

(2) 平面 上 的 螺旋 割 线 区 域 B， 使 w(0) = co，w(a) =0 
(aED), 又 w(1) = 1， 这 里 的 典型 区 域 B 是 指 w 平 面 上 去 掉 


N+ 1 条 对 实 灿 倾角 分 别 为 0 - 豆 (j= 0，1b …，N) 的 螺 线 的 区 
м. 

(3) w 平面 上 单位 圆 |w|<1 KEH N 条 同心 贺 弧 的 区 域 
H, #Ëw(0)=0, w(1) = 1, 

СЮ W 平面 上 的 平行 割 线 区 域 5, 使 w(0) = оо, wa) =0, 
又 lw(1D1= 1， 这 里 的 平行 割 线 区 域 S 是 指 w 平 面 去 掉 N+1 条 


对 实 轴 倾角 为 9- 立 《9 为 常数 ) 的 区 域 。 


证 由 定理 3.5， 可 知 方程 G.D 具有 形 如 (1.3) 的 解 ， 
x(z) =z+ Tf， 它 是 z 平 面 上 的 完全 同 胚 ，x(2o) = co， 且 这 种 解 
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是 唯一 的 。 设 x(z) 将 区 域 D 氢 共 形 映 射 到 区 域 xX(D)， 然 后 根 
据 共 形 映 射 的 理论 ， 存 在 单 叶 解析 函数 w= 中 (x), 它 将 区 域 
x(D) 共 形 映射 到 N + 1 连通 圆 界 区 域 G, 且 可 要 求 将 x(0)，x(1) 
分 别 映射 到 点 0，1， 而 这 样 的 函数 也 是 唯一 的 。 容易 验证 : 
w(z) = [x(z)] 也 是 方程 (1.1) 的 同 胚 解 ， 将 D 拟 共 形 映射 到 
定理 中 (1) 所 述 的 区 域 G。 情 形 (2)，(3)，(4) 也 可 类 似 地 证 明 。 
只 要 将 (1) 中 的 多 (x) 代 以 分 别 将 区 域 x(D) 单 叶 映射 到 〈2)、(3)、 
(4 所 述 典型 区 域 的 亚 纯 函 数 ， 并 使 Ww(z) = 中 (x(z)) 符合 规范 化 
的 条 件 。 

以 上 证 明了 方程 (1.1) 的 N+ 1 连通 圆 界 区 域 到 一 些 典 型 区 
域 的 拟 共 形 映 射 w(z) 的 存在 性 。 在 一 些 附加 条 件 下 ， 还 可 证 BH 
上 述 拟 共 形 映射 w(z) 是 唯一 的 。 

定理 5.2 定理 5.1 中 所 述 的 将 区 域 D 拟 共 形 映射 到 所 述 各 
典型 区 域 的 函数 都 是 唯一 的 。 对 于 情形 (1)、(3), 其 中 的 规范 化 条 
件 可 以 代替 下 面 的 条 件 之 一 : 

19 使 边界 T。，|z|=1 上 三 点 保持 不 变 ; 

2°) Г, 上 一 点 aa fü D 内 一 点 bi 保持 不 变 。 

这 从 定理 5.1 的 证 明 可 知 。 


二 、 关 于 复方 程 (5.1) 、(5.2) 的 基本 定理 

设 DD 是 单 连通 区 域 ， 不 妨 认 为 是 单位 圆 ,因为 通过 将 一 般 边 
界 多 于 一 点 的 单 连通 区 域 G 单 叶 映 射 到 单位 贺 |¿|<1 053 м 
数 6(z)， 则 可 将 方程 (5 .2) 转 化 为 


ме 4020097»; ~ 4022091. 20. 0:20, 


其 中 lerz(6)]1+ 12002205 =. о |<q<1， 以 上 方程 与 方程 


(5 .2) 本 质 上 是 相同 的 。 а (5.2) T D ЕЕ 
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射 的 基本 定理 至 于 复方 程 (5.1)， 则 可 把 它 看 作 是 复方 程 (5.2) 
的 特殊 情形 ， 即 q,(z2)=0 的 情况 。 

下 面 先 讨论 方程 (5 .2) 的 拟 共 形 映射 的 存在 定理 ， 即 

定理 5.5 如 果 复 方程 (5.2) 中 系数 gji(z) 三 0， 当 zED， 
j=1,2， 那 么 它 存在 着 将 单位 圆 D 拟 共 形 映射 到 单位 圆 的 同 胚 解 
w(z)， 使 得 w(0) = 0，w(1) = 1。 

证 首先 假定 (5.2) 中 系数 a), OE Z= 0 的 某 个 邻 域 


lz|<1 (т 为 正 整数 ) 内 等 于 零 。 如 果 方程 (5 .2) 具 有 形 如 下 的 


解 

(5.3) w(z) = 2е°°, 

其 中 

G Фб) =) = =L Е 909). за0) Yd, 
1-2 


此 处 @(z) 是 一 个 复 变 函数 ，o=o(z)ELp( 万 。 易 知 对 任意 的 
QELpD)(p>2)， 有 : w(0) =0， 又 当 zEF= {|z|=1} 时 ， 
Reqp(z) 三 0， 因 而 jw(z)| = 1， 不 妨 认 为 w(1) =1 (否则 经 过 旋 
转变 换 即 可 达到 要 求 ), 对 于 |w|<1 内 任 一 点 wo， 易 知 w(z) - 
Wo 仍 是 方程 (5 .2) 于 DD 内 的 解 。 令 


4102) + 462) 02, Ш, 0, 
4: (=) + q, (2), Щи. =0: 
则 (2) - w, 是 形 如 (1.1) 的 Beltrami JFF D бағ 根据 定理 


4.2， 它 可 表示 成 (4.12) 的 形式 。 根 据 辐 角 定理 ， 2 sr Ararg [w 
(0) -wo]=1， 故 在 D 内 有 一 点 且 ЯН 20, 使 w(zo) = wu。 


且 可 证 : wa) 不 能 将 |z|<1 内 的 点 变 到 |w|>1 上 。 因 此 ，w 
(z) 将 单位 图 |z| <1 š nk B 9 2J s: (0 Bl |w|<1, E w(0) = 0, 
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(5.5) KORRI 


w(1) = 1。 注 意 到 


Wa = ZeTi( о, w, = eT) + zenis (@), 


_ ƏT,(@) _ -1 alt) ot) 
这 里 s,(@) = - 2z т IK (t-z)? +u- ь 便 得 


到 与 (5.2) 等 价 的 积分 方程 


= аб S (Q) = 91 + % ei -Ty 
(5.6) @- 418,00) – 4:15:00) = t e . 


选取 (>2) 足 够 接近 于 2, WELA KH Ap 是 算 子 
si(o) 的 范 数 〈 见 [128]31) 第 二 章 )。 从 (5.6)， 可 推 得 
le|<la,| + 141) |3, (@)|+а, а= 248.1 + [4:1 /|2, 
Го, Dl<q,AsL;Lo, 6] + Lala, Р. 
而 w(z) 满 足 估计 式 


< 10401 _ 
(5.7) 140, 5] 1-4, Лр M, 


REMENI do p 有 关 的 常数 。 引 入 Banach 2 ja] B = L,(D) 
中 的 有 界 闭 凸 集 Bx， 其 中 元 素 是 满足 以 下 条 件 的 可 测 函 数 


a(z): 


(5.8) то, DJ<M. 
任 取 -@(z)EBxw， 作 @(z) = 2710, HERINDE 
G — O-as(0) вуз) = St + 06187-06, 


由 压缩 映射 原理 ， 可 由 (5 .9) 确定 唯一 的 函数 @(z) Вы, ARA 
到 了 从 @E By 到 自身 的 映射 
(5 .10) Q=S(o)。 

下 面 证 明 S(o) 是 Вы 上 的 完全 连续 映射 。 

设 ox € Bx 为 一 函数 序列 ，n=0,1,2,…， 使 Lp[@n -oo 万 ] 
了 0(mn00)， 而 O04=S(wrs), 根据 第 一 章 定理 3.1， 可 推 知 
Ti(o) 是 L, (D) 上 的 完全 连续 映射 ， 故 当 n->co BF, w, = z /utem 
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在 万 内 一 致 收效 到 ?= ето, ПЕ "Я 


а 1 ee Tiem ED 上 也 一 BRAS чет, 和 gq Lenat l 
将 对 应 于 O, =s(o,) 与 Q, = 500) 的 积分 方程 相 减 ， 得 


0,-0,-qs (0, — 0) - q S, (0, 0) =Q0,(D, 
я 


Qu(z) = 45.00) (2 二 2). 人 Te -Tatum 
п ° 


T -T ) 
一 eTl(wo) 1000 2, 


这 里 и, (2) = дето, ур, (2) = 271900, АГЕ ГО (z), El—>0 
(тоо), ХАИ 2, TE LLA,- o, F< Oa E. д, в 


10, - 9,,Е]->0(п-›оо). ЖЖ: 积分 方程 (5.9) 确定 的 
Q=s(o) 连 续 映 射 Bu 到 自身 。 类 似 可 证 Q=S(o) 将 Bu 映射 到 
自身 的 紧 集 。 因 此 ， 由 Schauder 定理 〈 见 [107])， 可 知 算 子 
Q=S(o) 有 一 个 不 动 点 o， 即 存在 o(z)EBw， 使 = So)， 即 方 
程 (5.6) 可 解 ， 因 而 (5.3) 是 方程 (5.2) 所 要 求 的 同 胚 解 。 

后 ， 消 去 在 z=0 МЕЖ а, q, 等 于 零 的 假设 。 事 实 
上 ， 设 


(29, 去 <lzl<b 
| j=1, 2, 


1 
0, И < +14121, 


易 知 
97(z) 一 9i(z) (т->оо), lzl>0, ј=1,2, В. 
19762) | + 19702) 1<9,<10т = 1,2,5), 
由 前 所 证 ， 方 程 
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(5.11) Ww- q1(z)w; — gq2(2)Dz =0 

存在 将 单位 圆 D 拟 共 形 映射 到 自身 的 同 胚 解 wn(z)， 使 得 wn(0) 
=0，wm(1) = 1(m = 1,2,…)。 由 定理 4.2， 此 解 wn(z) 可 表示 
成 w. (z) = 中 nm[xm(z2)]，xm(2) = z+ Тоһ, Ф. (х) ERI x, (D) 
上 的 单 叶 解析 函数 。 注 意 到 om(z) 是 积分 方程 


(5.12) on- glon- 9, 9:0) Пор = q; + 400 950 


的 解 ， 且 Lp[on，E]< res <co， 由 第 一 章 定理 3.3， 可 推 


得 ，xm(z) 及 其 反 函 数 zm(x) 满 足 估计 式 Ce[xn(z) -z,E]<M,， 
Ca[zn(x) -x,E1<M,， 这 里 a=1- 2/p, Mı, M, 均 为 常数 ， 因 
此 可 从 {xm(z)} 选 取 子 序列 {xnx(z2)} 在 万 上 一 致 收敛 到 和 (2) 
=2+То, RH оп (2) E D LEK AF ol), 而 区 域 序列 
{Xm (О) В] x (р). H Caratheodory 定理 ， 可 知 Pn (X) 、 
ni《x) 在 x,(D) 内 闭 一 致 收敛 到 B(x)、@s(x)， Ф.б) 是 将 
区 域 x,(D) 映 射 到 |w|<1 的 单 叶 解析 函数 ， 使 得 B,《(x。《0)) = 0, 
P(X(1) = 1， 记 Wo(z) = @o[xo(z)]， 并 由 (5.12) 可 推出 @,(z) 
是 积分 方程 
a- q To,- 209 Па, = q+ 500 
的 解 ， 由 此 可 知 wo(z) 是 方程 
Woz ~ qiWoz — 4,2 = 0 
将 DD 映射 到 自己 的 同 胚 解 ， 且 wo(0) =0, w,(1) = 1, 
最 后 证 明定 理 5.3 中 所 述 同 胚 解 是 唯一 的 ， 即 有 
定理 5.4 假设 w=w(z) 是 方程 (5.2) 的 则 胚 解 ， 将 单位 图 
映射 到 自己 ， 只 要 它 满足 如 下 条 件 之 一 ， 那 么 w(z) 是 唯一 的 ， 
19) (23) =wi(j=1，2，3), 其 中 zj,wij(j=1，2，3) 分 别 
是 圆周 |z| = 1 和 [м] = 1 上 三 个 按 正 向 排列 的 固定 点 。 
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2°) w(z) = м» W) =, 其 中 zo，w 分 别 是 圆 |z|<1 
和 |wil<<1 内 部 的 固定 点 ! zi，w: 分 别 是 圆周 |z1=1 和 |wl=1 上 
的 固定 点 。 

证 设 wi(z)，w2(z) 是 定理 中 所 述 的 两 个 同 胚 解 ， 记 
Б=мк (Г) = {м =1), k=1, 2. Bit м Ем, (2), 将 函数 
(2) (k =1,2) 沿 T= {|z| = 1} А р FHH D У, WE 


м0), z€ D, 


l k= 1,2, 
(5.13) Wi:(z)= =, зер, = {1<|2|<1+ ny 


其 中 Du = {1<|21<1+ 1}, ЯЗ 1O00 适当 小 ， 就 可 使 上 式 中 


的 Wk(z) (k= 1,2) 有 定义 对 z= 1 pa 当 1<|z|<1+nB, WI 


i mO = уэ 


注意 到 
њо] 0, вы = | 


2 2 
wl Wa (2), 


wes [| wa, 


故 由 wiz = а (С) wee + q, (С) к, 


r S<, 可 得 


wa = [E] a (1)w + pna. «(Е ) ms, 


1<|z|<1+n, 
将 k= 1,2 的 以 上 方程 相 减 ， 并 设 W (2) = W,(2) -Ws(z)， 则 在 
D,= 万 + D。 上 ，W(z) 几 乎 处 处 满足 方程 
W;- QG2)W, = A(2)W (2), 
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其 中 
, ZED, 


a(z) + q; 
nigy TES «(Ру зер, 


9, 2Єр, 
А(2) = P 


и.) СИ, зев, 


这 里 |Q|z)| <q, z€ D, AG)CL,(D,), р>2. H [1281 31) 
第 四 章 定理 推论 1.1, АУ Ер, 上 具有 表示 式 

(5.14) W (z) = 0(x(z))e%2, 

其 中 x(z) = z+ To, ФО) D, Е, H W (z) 008 Е Я 


的 孤立 性 ， 只 要 1 适当 小 ， 就 可 使 W Е T a< 
1<z<1+ Nn， 上 无 零点 ， 记 T= (|z|= 1+ 7) Z É, 
={ i= 1) назолы, онн Ë, BER в 


区 域 D,={ l< Я. ANo, Nr 分 别 表示 W() 在 D 内 


与 边界 上 的 零点 个 数 ， 根 据 辐 角 原 理 ， 有 


1 
Эл ArsargW (z) =Np+ Nr. 


又 注意 到 
W(z) =W,(z) - W,(z) = EE U ua ГЕК 


WO) ; 
(О, ©) ° 


«нее 


csi, ше 


因此 有 


1 
2x 


Ar,argW (z) 


= -E CA; argwi() + Ar,argwa(6) - Аг, агу (6)] 


=2- №, 

因而 可 得 
2Np+ N[ = 2, 

然而 从 定理 中 的 条 件 1")，2")， 可 推出 2Np+ NT 之 2。 此 矛盾 证 
明了 W(z) 二 0， 即 在 D р, w(z)=w,(2), 

在 书 [128]31) 第 三 章 中 , 还 证 明了 更 一 般 的 一 阶 非 线 性 一 至 
椭圆 型 复方 程 将 多 连通 区 域 拟 共 形 映射 到 一 些 典型 区 域 的 同 胚 解 
的 存在 唯一 性 。 
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第 三 章 “广义 解析 函数 


本 章 将 讨论 平面 区 域 上 一 阶 标准 形式 的 椭圆 型 方程 组 
(0.1) их, =аи+ 0+], иу+ vy= cu+ du+ g, 
Rha, b, c, f, 5 都 是 区 域 D 内 点 (x，y) 的 已 知 函 数 ， 满 足 
条 件 
(0.2) а, b, c,d,d,f, g€ L,(D), %1,.(0) (4 DER 这 
里 p(2<p<>) 是 正常 数 。 记 z=x+iy，w=w+iv， 那 么 方程 组 
《0.1) 可 写成 复 形 式 
(0.3) w= Aw+ Bü + C, 


此 处 wa= 4 (wrt iw)» А= 1(а+аніс-), в-1 G 


+ic+ib), С= 107+ ів), #128308 — #51 B 1.1 引 理 


1.2 可 知 对 于 平面 区 域 D 上 最 一 般 的 一 阶 线性 一 致 酉 圆 型 方程 组 
(0.4) 人 t+axsu;+tbiuz+b,u =au+bu+c, 

421и; + Gs + br Ux + bosvy = али + b,u+ c,, 
RHR Grs bj(i,k=1, 2)EW} (D), а;,6;,с; (1=1,2) € L, 
(万 ) 或 Lns( 万 ，2<p<co， 都 可 转化 为 形 如 (0.3) 标 准 形式 的 复 
方程 (0 .3)。 本 章 只 限于 讨论 在 条 件 ，4，B，CELp (D) 或 Lp 
( 历 ) 即 在 条 件 (0.2) 之 下 复方 程 (0 .3) 在 区 域 了 内 的 解 ， 这 种 解 
w(z) 一 般 不 是 在 区 域 D 内 连续 可 微 的 古典 解 ， 而 是 在 D 内 的 ЈЕ 
则 解 或 广义 解 ， 即 ，w(z) 在 D 内 几乎 处 处 满足 复方 程 (0.3), 又 
WODE D 内 每 一 点 的 邻 域内 连续 ， 且 属于 D; 或 在 DD 内 除了 
一 离散 点 集 外 的 每 一 点 邻 域内 连续 且 属于 Dr 以 后 在 没有 特别 说 
明 时 ， 所 指 (0.3) 在 区 域 D 内 的 解 都 是 指正 则 解 。 从 后 面 的 定 理 
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1.8 可 知 ; 此 正则 解 在 D 内 是 Holder 连续 的 。 

本 章 中 ， 我 们 将 给 出 复方 程 (0.3) 了 于 区 域 D 内 的 解 相应 于 解 
析 函 数 的 一 些 性 质 ， 同 时 指出 在 某 些 情形 下 ， 对 应 于 解析 函数 的 
性 质 不 再 成 立 。 我 们 还 要 研究 这 种 解 的 一 些 积分 表示 ， 并 讨论 复 
方程 (0.3) 的 某 些 边 值 问题 的 可 解 性 ， 这 里 主要 讨论 Riemann 边 
值 问题 与 Riemann-Hilbert 边 值 问题 。 


81 广义 解析 函数 与 解析 函数 的 关系 


如 果 复 方程 (0.3) 中 的 C= 0， 则 得 复方 程 
(1.1) w= Ау +В, 
它 在 区 域 D 内 的 正则 解 就 称 为 第 一 类 广义 解析 函数 (H.H.Bekya 
在 书 [117]1) 第 三 章 。§1 中 把 此 解 叫 作 广义 解析 函数 ), 而 工 .Bers 
在 书 C14]1) 中 把 此 解 叫 作 第 一 类 准 解析 函数 ， 而 把 复方 程 


_ F(z) +iG(z) ; 
F(z)-iG(z) 了 了 内 的 正则 解 


叫 作 第 二 类 准 解析 函数 ， 在 上 式 中 F(z)，G(z) 都 是 复方 程 (1.1) 
( 令 4=B=0， 当 zED) 于 全 平面 E 上 的 解 ， 使 得 F(z)->1， 
С(#)>1, Ш zx 一 ce。 正如 前 面 所 指出 ， 以 后 常 把 复方 程 (1.1) 在 
D 内 的 正则 解 简称 为 (1.1) 的 解 ， 并 且 把 上 述 第 一 类 广义 解析 函 

数 简称 为 广义 解析 函数 。 


(1.2) wa=8(2)i2, g(z)= 


一 、 广 义 解 析 函 数 的 第 一 类 表示 式 

广义 解析 函数 的 第 一 类 表示 式 ， 也 称 为 相似 原理 。 

定理 1.1 (相似 原理 ) 设 w(z) 是 区 域 了 内 除 一 孤立 点 集 
D, 外 的 广义 解析 函数 ， 即 w(z) 是 (1.1) 于 D—D, 内 的 正则 解 ， 
则 w(z) 可 表示 成 
(1.3) м(2) = P2), 


+119, 


-iff 80 5 
(1.4) 9(z) = Lf as, Тв, 


Rh Ф(2) 5 0—0, 内 的 解析 函数 ， 而 
(1.5) g(z) "f TROPO 4 w(z)#0, z€ D, 
A(z) + B(z)， 当 w(z)=0, z€ DKz€ D.. 

证 注意 到 |g(z)|<|A(z)|+1B(z)|， 可 知 8(z)ELpo(D) 或 
Lpx 万 )，p>2。 根 据 第 一 章 定理 3.3， 得 p(z) ECE), а=1 
-2/p。 由 于 p = 8g(z)， 从 第 一 章 定理 4.4, Aee EW; (р) Ж 
(er) = еер, gla), hF w(z) 是 复方 程 (1.1) 在 区 域 
D-D. 内 的 正则 解 ， 故 WwED: 当 z6EDD- D+， 由 第 一 章 定理 5.1， 
@(z2)=w(z)e-*2 €D; 34 z€D-D., Ш 

中 := (ws — wg)e = (Aw + Bw- wg)e ° = 0 

ED-D, 上 几乎 处 处 成 立 。 根据 第 一 章 定理 2.4， 可 知 
Ф) р-р, 内 解析 

BA D-DD, 是 区 域 ,如 果 w(z) 是 复方 程 (1.1) 于 了 DD 内 的 正则 
М, Фор 内 的 解析 函数 。 

从 (1.5) 式 ,并 根据 第 一 章 定理 3.3, 可 得 p(z) = Tg 满足 下 列 
估计 式 ， 
(1.6) le(z)|<M;L;,CIA| + |B}, D) 

(1.7) lolz) ~ p(z,)]<M;L,,(|Al + |B|, 2)[2, ~ 2:1, 

(1.8) ФМ А] + 181, 万 )iz|-* 当 |z| 之 R> 1, 
ЖНа=1-2/р, М, 是 仅 与 p(>2) 有 关 的 常数 。 如 果 区 域 D 有 
界 ，(1.6) 一 (1.8) 各 式 中 的 Lp,,(1A1+ |B|, D) 均 代 以 Lp CAI 
+1B1,5)， 又 (1.8) 式 中 的 Mp 还 与 RR 有关， 在 此 情形 下 ， 当 
доо 时 ，9(z) 一 0，(1.8) 式 必然 成 立 。 

由 表示 式 (1.3) 可 得 w(z)/@(z)= ео, AE ео 
等 于 0 的 连续 函数 。 因 而 可 导出 广义 解析 函数 与 解析 函数 许多 相 
似 的 性 质 ， 广 义 解析 函数 w(z) 在 D 内 的 零点 与 @(z) 相同 ， 又 
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w(z) 的 孤立 奇 点 《可 去 奇 点 、 极 点 与 本 性 麻 点 ) 也 与 多 (z) 相 同 ， 
而 且 非 为 0 的 广义 解析 函数 的 零点 和 极点 都 是 孤立 的 ， 它 们 的 级 
也 都 是 正 整数 。 对 于 广义 解析 函数 ， 也 有 关于 本 性 奇 点 的 Weie- 
rstrass 定理 ， 即 

定理 1.2 设 z 是 广义 解析 函数 的 一 本 性 奇 点 ， 又 c 为 一 复 
常数 ， 则 存在 一 点 列 {zt}， 使 得 ， 当 ze—z 时 ， 有 бак) әс, 

证 -我 们 可 选取 点 列 {zk} 使 得 ， 当 ze 一 zo 时 ,有 者 (zk) 一 
cew, hF 

[w(zk)— c| < |Ф(ак) Цев — eo + [Pze — c|, 
可 知 ， 当 zz f, бк) әс, 

此 外 ， 从 解析 函数 关于 零点 的 唯一 性 定理 推出 广义 解析 函数 
的 相应 定理 。 

定理 1.5 如 果 广 义 解析 函数 w(z) 在 区 R D 内 的 无 穷 点 集 
上 等 于 0， 又 此 无 穷 点 集 在 D 内 至 少 有 一 凝聚 点 ， 则 # D 8, 
w(z)==0, 

类 似 地 ， 我 们 使 用 定理 1.1 及 关于 解析 函数 的 Liouville 定 
理 ， 可 得 广义 解析 函数 的 如 下 结果 : 

定理 1.4 Rwa) 是 在 全 平面 E 上 连续 且 有 界 的 广义 解析 
函数 ， 如 果 有 一 固定 点 z。E€E， 使 得 w(z,)=0， 则 w(z) 三 90， 当 
2ЕЕ. 

证 从 定理 的 条 件 ， 可 知 w(z) 的 表示 式 (1.3) 中 的 pg (z) 在 
全 平面 连续 且 有 界 ， 因 而 中 (z) 是 整 函数 ， 且 中 (zeo) = 0， 这 可 导 
出 多 (z) =0,34z€ D, #kw(z)=0, Щ z€ D, 

用 同样 的 方法 还 可 证 明 以 下 结果 ， 

定理 1.5 设 w(z) 是 全 平面 上 连续 且 有 界 的 广义 解析 R 
则 w(z) 可 表示 成 
(1.9) w(z)=ce%2, (+) = ТСА+ BD/w), 
其 中 c 是 一 复 常数 。 上 式 中 的 函数 w(z) 称 为 广义 常数 。 2 
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进一步 ， 如 果 (1.3) 式 中 的 包 (z) 是 多 项 式 或 有 理 函 数 ， 则 称 
《1.3) 式 中 的 w(z) 为 广义 多 项 式 ， 或 广义 有 理 函 数 。 ЖН, # 
义 解 析 函 数 w(z) 在 全 平面 上 的 有 穷 点 连续 ， 又 在 点 2 附近 满 E 
w(z)= О(|2|"), RE n 是非 负 整 数 ， 则 w(z) 是 nn 次 禾 的 广义 多 
项 式 。 

注意 到 广义 解析 函数 w(z) 表 示 式 (1.3) 中 的 函数 9g(z) 在 全 
平面 上 连续 ， 因 而 若 在 简单 闭 曲 线 T 上 ，w(z) 无 零点 与 极点 ， 
则 有 
(1.10) Arargw(z) = Ararg® (z) + Arlmg (z) = Ararg® (2), 

故 对 广义 解析 函数 ， 辐 角 原 理 仍 成 立 ， 即 

定理 1.6 设 w(z) 是 区 域 D 内 的 广义 解析 函数 ， 又 T 为 D 
内 一 简单 闭 曲 线 ， 它 和 它 的 内 部 都 属于 D, 而 w(z) 在 TT 上 没有 
零点 和 极点 ， 则 有 下 列 公式 ， 


1 [ wD jg, N — 
(1.11) Ате: dz= N-P, 


其 中 N，P 分 别 是 w(2) 在 工 内 的 零点 个 数 与 极点 个 数 ， 几 级 零 
点 〈 极 点 ) 算 几 个 。 

使 用 上 述 定理 ， 也 可 得 到 关于 广义 解析 函数 的 Rouche 定 
理 。 

但 应 指出 ， 对 于 复方 程 (1.1) 于 区 域 D 非 为 常数 的 SW w(2), 

保持 区 域 定理 一 般 是 不 成 立 的 ， 即 w(D) 司 以 不 是 一 个 区 域 ， 又 
Riemann 变换 定理 也 不 一 定 成 立 。 

例如 ， 对 一 阶 复方 程 

(1.12) wa= A(z)w, A(z)=4(z- 2222), z€ E,|z| <1, 
它 就 不 具有 把 E,:|z|<1 映射 到 ijwl<1， 且 使 z= 0，1 保持 不 变 
的 同 胚 解 。 假 如 不 然 ， 以 w(z) 表示 复方 程 (1.12) 具 有 上 述 性 质 
的 解 ， 则 由 定理 1.1， 此 解 w(z) 可 表示 成 
(1.13) w(z) = @(z)etG2-229 34 ZEE, 
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其 中 中 (z) 是 BE, 上 的 解析 函数 ， 因 Ww(0)=0, 可 得 (0)=0, 又 
当 |z| 王 1 时 ，|w(z)|->i， 故 | 钙 (z)|->1。 根 据 解析 池 数 的 最 大 模 
原理 ， 可 知 中 (z) = e*z"， 这 里 8 是 实 常数 ，n 是 正常 数 ， НИ 
д МФ = w (1) =1， 便 知 w(z)=z ec, JA 


w (1) 16, ka uapa хз, 对 复方 程 (1.12)， 


黎 曼 变换 定理 是 不 成 立 的 ， 而 且 保 持 区 域 定理 也 不 成 立 。 

从 定理 1.1 看 出 ， 给 定 区 域 D 一 D* 内 一 个 广义 解析 函数 
wz), XE D, 是 DD 内 的 孤立 点 集 ， 那 么 存在 相应 于 w(z) 的 一 
ТЕЖ ФО), Е рр, 内 解析 。 反之， 如 果 给 定 卫 内 除了 
MEAR D, 外 是 解析 的 函数 (z)， 那 么 是 否 在 рр, 内 存在 
相应 于 中 (2) 的 广义 解析 函数 w(z)? 这 个 问题 的 答复 是 肯定 的 。 

定理 1.7” 设 四 (2 为 区 域 了 内 除了 孤立 点 集 D* 外 是 解析 的 
В, Ф(2) 去 0， 则 复方 程 (1.1) 存在 于 了 内 的 广义 解 ， 即 在 
р-р, Я, НЕГ ХИМИИ w(2)， 使 得 
(1.14) w(z) = b(2)e%2, ф(х) = Tw, w(z) € Ly, (D) 

$E, w= (z) (e%2);= Фе’. р, = wz) gas 
我 们 只 要 求解 复方 程 


= Ds 
(1.15) (e) з= Ае” + ВФ )， 或 
Фф: А+ Berano, 


这 将 留待 后 面 的 定理 1.12 就 更 一 般 的 复方 程 进行 讨论 。 


二 、 复 方程 (0.3) 解 的 第 一 类 束 示 式 

这 里 ， 我 们 讨论 较 一 般 的 复方 程 (0.3) 并 给 出 此 方程 解 的 第 
一 类 积分 表示 式 。 

定理 1.8 设 w(z) 是 复方 程 (0.3) 于 区 域 D 上 的 广义 解 ， 则 
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w(z) 可 表 成 

(1.16) w(z)=[®(z) + p(2)Jle%2, 

其 中 多 (z) 是 区 域 D 内 除去 一 孤立 点 集 D* 外 的 解析 函数 ， 而 
$(2)=ТЬ $(2) = Тв 满足 估计 式 ; 

(1.17) 130), DJ<M,, LoLg(z), DI<M,, 

(1.18) СаГф(2),ЕЈ<М,, СаГф(2),Е]<М,, 

这 里 ec=1- 2/p，Mi(j= 1,…，4 都 是 依赖 于 PKCLnLI4I+1B[ 
+ 1С, DISK K D 的 常数 ， 记 作 Mi = Mj(p,k,D)。 为 叙述 方 
便 ， 以 后 均 认 为 D 是 有 界 区 域 ， 如 果 DD 不 是 有 界 区 域 ， 只 要 将 
条 件 与 结论 中 的 L, 改 为 Ce: 即 可 。 

“证 我 们 可 取 g8(z)=A(z)+B(z)w/w， 对 w(z)=0 的 点 ， 
令 g(z)=A(z)+B(z)， 从 A(z)、B(z) 的 条 件 与 第 一 章 定理 
3.1, 可 知 (1.17)、(1.18) 的 第 二 式 成 立 ， 再 取 f(z) = C(z)e-"(2， 
司 理 可 知 (1.17)、(1.18) 的 第 一 式 成 立 。 而 

№: = Фе + (Ф + p) e*g + fe* = @;e° + AG + ВЮ + C, 

由 上 式 可 得 ，9s = 0， 这 表明 中 (z) 在 区 域 D 内 除去 一 孤立 点 集 
D, 外 是 解析 的 ， 因 此 ，w(z) 具 有 表示 式 (1.16)。 

引 理 1.1 设 w(z)=To(o(z) СІ, (D), p>2) 是 复方 程 
《0.3) 在 全 平面 B 上 的 解 ， 则 w(z) 可 表示 成 
(1.19) w(z)= To=y(z)e"®, 

其 中 4%(z)、9(z) 如 定理 1.7 中 所 述 , 满足 估计 式 (1.17)、 
` (1.18)， 而 w(z) 也 满足 如 下 的 估计 式 ， 

(1.20) C.[w(z), E)<M;, L,[@(z), EJ<M,, 
这 里 ea= 1- 2/p，Mi = Mj(p,k,D), j=5,6, 

证 由 定理 1.8， 可 知 定理 中 所 述 的 解 w(z) = To 可 表示 成 
(1.16) 式 ， 其 中 中 (2) 是 整 函数 ， 由 于 w(co) = 0, $(5)=0, $ 
(zx) 宇 0, 因 而 有 (1.19) 式 ,从 (1.17)、(1.18), 即 知 估计 式 (1 .20) 
成 立 。 
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定理 1.9 在 定理 1.8 的 条 件 下 ， 复 方程 (0:3) 在 区 域 D 上 
的 广义 解 w(z) 可 表示 成 
(1.21) м(2) = Ф(2)е + (2), 

其 中 中 (z) 是 区 域 DD 除去 一 孤立 点 集 D, 外 解析 的 函数 ,水 (z) = ТУ, 
F(z) = Tg， 它 们 仍 满足 形 如 (1.17) 、(1.18) 的 估计 式 。 

证 从 后 面 的 引 理 1.2， 复 方程 (0.3) 具 有 解 (z)=Tf， 由 
引 理 1.1, 知 此 解 满足 (1.17)、(1.18) 的 第 一 式 . 而 W(z) =w(2) 
一 (2z) 是 复方 程 (1.1) 于 D 内 的 解 ， 根 据 定理 1.1， 定 理 1.8， 
W(z) = Ф(2)е", 9) = Тұ 满足 (1.17)、《1.18) 的 第 二 式 , Н 
w(z) 具 有 表示 式 (1 .21) 


三 、 复 方程 (0.3) 解 的 第 二 类 表示 式 

定理 1.10 wa) 是 复方 程 (0.3) 属于 Wi(D) (p>2) 的 
解 ， 则 wlz) 可 表示 成 
(1.22) w(z) = 中 (z) + ф(2), ф(2) = To, 

ZE olz) =w:€ LD), Ф(2) 3 D 内 的 解析 函数 。 

证 设 o(z) =w;=Aw+ BwW+C， 则 w(z) ELp(D)， 又 因 
[wlz) – $(2) J: = wi- @(z) = 0, FLI Ф(2) =W(z) — ф (2) = w(2) 
-To 是 区 域 了 内 的 解析 函数 ， 故 有 (1 .22) 式 、(1.22) 式 被 称 为 
复方 程 (0.3) 的 解 的 第 二 类 表示 式 。 

引 理 1.2 设 w(z) 是 复方 程 (0.3) 在 有 界 区 域 D 内 形 如 
(1 .22) 的 解 ， 其 中 @(z) 是 在 D 内 解析 、 在 D 上 连续 的 函数 ， 且 
D' (2) E LD) (p>2), Wwa) 5 ya) =w(z) -中 (z) 满 足 估计 
Ж, 

(1.23) C[w(z), D]<M,,C.,[ %(z) , D]< M,, L;Te (z), D]<M,, 
这 里 a=1-2/p, Mj=M;(p,k,D,®), j=7,8,9. 
证 将 w(z) = Ф(2) + To 代入 复方 程 (0.3)， 得 
$. =0(2) =40+B+PF，F=49+B5+C， 
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ЖА, DJ<k, L,LB,D)<k, L,LF,DJ]J<k,=k(p, k, 
D, Ф), НОЇ 1.1, НЯ! 0(2)=Tw, w(z)=@b(z)+ 0(2) 满足 
估计 式 (1.23)。 

8181.3 k> 是 任 给 的 常数 ， 若 条 件 Lp[C， 万 ]<k К 
以 LpLC，D]<k,， 则 复方 程 (0.3) 形 如 w(z) = To(o(z) ELD) 
的 解 满足 估计 式 
(1.24) Ce[w (z) ,万 ) <Mioks, Lp[o(z)， DI<Mok1， 其 中 a = 
1- 2/p，Mi = Mio(p, к, р)>0, 

证 先 考虑 k,>0 的 情形 ， 记 W(z) =w(z)/k1， 它 是 复方 程 

W; = AW + BW + С/К, 

于 DD 内 的 解 。 注 意 到 LpLC/k,，D]<1， 根 据 引 理 1.1 可 知 


W(z) =T(-2) 满 足 估 计 式 (1.20)， 取 mio= max(M。, Me 1)， 
k, 


即 知 w(z) = To 满足 估计 式 (1.24)。 如 果 ki = 0， 则 将 上 面 讨论 
的 k>0 代 以 e>0， 让 es 一 0， 即 得 (1.24)。 

有 了 上 面 的 准备 ， 就 可 证 明 复 方程 (0.3) 具 有形 如 (1.22) 
的 解 w(z)， 这 是 复方 程 (0.3) 关 于 解 的 第 二 类 表示 式 的 存在 定 
理 。 

定理 1.11 ROOFER D KENED LER, Hz) 
ELp(D)，p>2， 则 复方 程 (0.3) 具 有 形 如 (1.22) 的 解 ， 而 且 这 
样 的 解 是 唯一 的 。 

证 先 考 虚 带 有 参数 1(0<t<1) 的 复方 程 
(1.25) w-tf(w)=F(2), f(w) = AG)w+ В(2)0, 

其 中 F(z) ELp(D)，p>2。 容易 看 出 ， 当 t=0 时 ,复方 程 (1.25) 
具有 形 如 (1 .22) 的 解 ， 即 w(z) = @(z) + TF。 下 面 用 参数 开拓 法 
证 明 ， 复 方程 (1.25) 当 t=1 时 也 具有 形 如 (1.22) 的 解 。 

设 当 t=t6(0<to<1) 时 ， 复 方程 (1 .25) 可 解 ( 指 具有 形 如 

(1 .22) 的 解 ), 我 们 将 证 明 ， 存 在 一 正常 数 6， 它 与 t。 无 关 ， 使 
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得 : 对 |t -tol<0 且 0<<t<1 时 ， 复 方程 (1.25) 均 可 解 。 为 此 、 将 
(1.25) 写 成 

(1.26) wa—tof (w) = @- 110%) + F(2) 

ERE D 上 连续 的 函数 wo(z) SW) (р), ЖН, (z) =0， 代 
入 (1.26) 的 右边 w 的 位 置 , 易 知 (t- to)f(wo) +F (z)=F(z) Gi < 
(万 )， 因 此 复方 程 (1.26) 有 解 w,(z) =$(2) +То, 这 里 ou(2) 
ELp(D)。 然后 将 wi(z) 代 入 (1.26) 的 右边 如 的 位 置 ， 由 于 
Ct- tof (wi) + F(z)ELp(D)， 因 此 复方 程 (1.26) 又 有 和解 w,(z) 
=Ф(2) +То,, XE 0,(2) ELD). ЖХ, BERAR, И 
函数 序列 {wn(z)}， 它 们 几乎 处 处 满足 ; 

(1.27) мл: tof (Wn) = (t- to) f wn) ЖЕ) ,n=1,2,° 

将 对 应 于 n+ 1， 的 以 上 复方 程 相 减 ， 可 得 

(1.28) (ль м) г tof (w,, i — Wn) = (t— tO] Qw, ~ Wr) 
其 中 w... (2) - wa(z) ТОО, on)， 它 是 复方 程 (1.28) i 
To=T(ort- on) 的 解 ， 又 注意 到 ， 

ТГ (а — tO)f wn — м1), DJ<|t— t,|kMuL,(@, — Oni, D), 
这 里 Mi = Mi, (p,D) <co， 使 得 C[os- on 万 了] <MuLp [or 
- Or- 万 ]， 这 可 由 第 一 章 (3,2) 式 得 出 。 根据 (1.24) 的 第 二 个 
估计 式 ， 我 们 有 
(1.29) Llor- Onr, DIM ok, = |t- КММ (On -Onis 

D), 
WW 0 =1/2(kM, M, +1), W Hjt- tl 和 9， 且 n>N+1(>1) 
时 ， 就 有 


Шова DJ< Llon- ori D] 
<$ Llo- 0, D], 
又 当 n,，m>N+1 时 ， 
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То, -om 万 < 方 y ТАСА -oD]= алко, -oo 万 ]， 
1-0 


这 表明 ， 当 n，m->> 时 ， Llan- om 万] 一 0 由 Lp(D) 空 间 的 完 
备 性 ， 可 知 ， 存在 os(z)ELp( 万 )， 使 得 ， 当 n 一 > М, Ге 
-ws,D]->0。 于 是 可 从 {on(z)} 选 取 子 序列 在 D 上 几乎 处 处 收敛 
到 wr(z)， 所 以 we(z) = ФО) + Tes 是 复方 程 (1.25) 34 |t- t| 
<ð, 0<t<1 时 的 解 。 这 样 ， 从 t=0 时 复方 程 (1 .22) 可 解 能 依 


次 推出 上 = 6，20，…，( 雪 )8，1 时 均 可 解 。 特 别 取 (1.25) 中 的 


t=1，F(z) =C(z)， 即 知 复方 程 (0.3) 具 有 形 如 (1.22) 的 解 。 而 
此 解 的 唯一 性 由 引 理 1.3 推出 。 

其 次 ， 我 们 证 明 复 方程 (0.3) 具 有 形 如 (1.21) 的 解 w(z)， 这 
也 是 (0.3) 关 于 解 的 第 二 类 表示 式 的 存在 定理 。 

定理 1.12 设 中 (z) 是 区 域内 除了 孤立 点 集 Ds 外 解析 的 
泡 数 ， 则 复方 程 (0.3) 在 D 内 具有 形 如 (1.21) 的 广义 解 w(z)。 

证 首先 ， 根据 定理 1.11, 复 方程 (0.3) 存 在 形 如 YY (z) = Tf 
(f(z) ELp(D)) 的 解 , 这 只 要 取 (1.22) 式 中 的 解析 函数 加 (z) 二 0 
即 达 要 求 。 

余下 只 要 证 明 ， 复 方程 (1.1) 存在 形 如 (1.14) ШУ (2) 
=@(z) – ф(2) = @(z)e%2 BJ 解 ， 也 就 是 要 证 明 复方 程 《1 .15)， 
即 


(1.30) 92=A(z) +B (2) Jao 


具有 形 如 9(z) =Tg(g(z) ELp(D)) ВМ. ЖФ (2) =0, Ш 
ZED， 易 知 p(z) =0. ИЕ ЯЗ @(z) 关 0， 当 zED。 下 面 ， 
仍 用 参数 开拓 法 证 明 (1.30) 具 有 形 如 o (2) = Tg 的 解 。 我 们 考 E 
带 有 参数 t(p<t<1) 的 复方 程 
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(1.31) @;-tB,(ze%2-%2- А, (2), Bolz) -во- 2, 


其 中 4o(z) ЕТ, (D), р>2. 当 !=0 时 ， 易 知 (1.3) АЖ 
p(z) =TAu。 如 果 上 = tf(00 和 tb<1) 时 ， 复 方程 (4.31) # Ме 
= Tg(g(z) ELp(D)), 那 么 可 证 ， 存在 正常 数 0 使 得 当 |t- t,| <, 
0<1<1 时 ，(1.31) 均 具有 形 如 9(z) = Tg(g(z) € Ly (Бум. 
省 实 上 ， 将 (1.31) 改 写成 
(1.32) P2- ?,В,(2)е?° = (t — ,)В,(2)е?-°+ A,(z), 
任 取 函 数 polz) € C.(D), а=1-2/р, ЖХ фб) =0， 代 入 
上 式 右边 p 的 位 置 ， 易 知 (t t) В, (2) е? + 4Ao(Z) € Ly(D), 
因此 (1.32) 有 解 91(z) = Та, 81(2) ELp(D)。 仿照 定理 1.11 的 
证 明 ， 使 用 迭代 法 ， 可 求 得 函数 序列 {pn(z)}，qpn(z) = Tg, E 
Ca(D)， 它 们 几乎 处 处 满足 复方 程 
(1.33) Paz- tB (z)e°n"% = (t—t)B (z)e%-ices-i+ Aolz), 
п=1,2, *** 

将 对 应 于 n+1，n 的 以 上 复方 程 相 减 ， 得 
(1.34) (nri— Фи) 一 加 Bo[(z)emm+i-en+l 一 e 和 -en] 

= (#- t) B, (z) [e*n"%n — esn-1-en-1], 


иг -ont 


注意 到 е”" 191+ 1 ~ en-en = Г еа, MJ [етин 一 


Фһ-Фљ 


Фһ-6һ 


v Fanti "@n+1 5 
emoja ао сора, -pals П Во) ене 


— ейт-1 79-1), DJ<2|t- tlkCLe – Фа-1,01<2]2 - t,|kMiL,(g, 
-gr-:， 万 ] 使 用 类 似 于 (1.24) 的 估计 式 ， 我 们 得 到 

LpLgn+1— gns б]<2|#- tolkMi MisLpL gs - 8-1, DJ, 
这 里 Mi,=Mi,(p,D), 其 余 的 证 明 与 定理 1.11 相 仿 。 因 而 
可 得 8(z) ELp(D)， 使 得 9(z) =Tg 是 复方 程 (1.30) 的 解 ， 故 复 
方程 (0.3) 在 DD 内 具有 形 如 (1.21) 的 解 w(z) = Ф()е" + yl) 


° 129 + 


$(2) =Tf，9(z) = Тв, 1(2) .5(z) ELp(D), p>2. 


四 、 广 义 解析 函数 与 Bers 意义 下 的 微 商 

由 定理 1.7 或 定理 1.12, 可 知 复 方程 (0.3) 在 全 平面 8 上 存在 
形 如 下 的 解 : 
(1.35) F(z)=1.eT, G(z) =i+eT@, 
XE gz), 6.02) E Lpa (E), 这 两 个 函数 都 是 广义 常数 ， 而 一 
般 的 广义 常数 为 
(1.36) w(z) = ceT9 = сует + ic,eT@, с=с, + iC, 
其 中 Ci、c: ЕЗ Ж, ХЕ М zo В, Та. Tgn 
Tg—>0, ceT9->c, с,е79! + icxergz = с, + іс, = c。 我 们 可 证 
(1.37) Im[ F(z) С(2)]>0, 当 zEE. 
先 证 Im[F(z)G(z)] 关 0， 当 zEE。 假 如 不 然 ， 存 在 ALEE, 
Ф СЕС) G(z))=0, BD 


ReF(zo) ImF(zo) Е 
Кеб (2) ImG(z,) 


因而 存在 不 全 等 于 0 的 实 常 数 ci 与 cz, 使 cF(zo) + cG(zo) = 0, Я 
cu+ ic: 关 0, 这 与 定理 1.4 了 矛盾. 又 当 z 一 co 时 ,Im[LF(z)G(z)]= Im 
[1] =1>0, # IM FGO МЕ Е ЕКВ, ЩЖ (1.37) 
式 成 立 。 因 为 F(z)、G(z) 都 是 复方 程 (0.3) 的 解 ， 即 几乎 处 处 有 
F;= AF+ BP, G= AG + ВО, 

注意 到 条 件 (1.37)， 则 可 从 以 上 方程 组 解 出 

а.зв) А) =- б-б, 

因此 ， 给 定 A(z)，B(E) ELzp,,(E), 便 可 由 复方 程 (0.3) 求 出 唯一 
的 解 组 (F(z)，G(z))，F(z) 、G(z) ECa(E)(a=1-2/p), Fa, 
СЕТЕ). 反之 ,由 [F(z),G(x)] 可 按 公式 (1.38) 确 定 A(z)、 
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0, 


s В(2) = 


8B8(z)。 也 就 是 说 ， 在 (4，B) 与 (F，G) 间 建立 了 一 一 对 应 的 关 
Ж, L.Bers 称 上 述 函 数组 (F，G ) 为 生成 对 。 
由 于 有 条 件 (1.37)， 则 任 给 一 复 变 函数 w(z)， 必 存在 两 个 
FAR pa), pa), tE 
№(2) = 9(2)Е(2) + 0(2)G(z), 
L Bers 在 点 z。 按 生成 对 (F，G) 的 微 商定 义 为 


CLB зад = 1m P- PTO ~ He) 


对 于 wa = EEU- v) + Ки, + u0]= 0， 它 是 Cauchy-Riemann 


方程 组 的 复 形式 ，F(z) =1，G(z) =i， 此 时 (1.39) 式 中 的 Ww(zo) 
=W'(zo)， 它 就 是 复 变 函 数 w(z) 在 点 z 的 微 商 。 
下 面 证 明 关 于 w(z) 存 在 与 复方 程 (0.3) 之 间 关 系 的 一 个 定理 
定理 1.13 复 变 函数 w(z) 在 点 z RERNE), GH 
微 商 )w(zo) 存 在 的 充 要 条 件 是 ;在 点 zs， 以 下 等 式 成 立 
(1.40) мз A(z)w — B(z)ë = 0, 
其 中 A(z)，B(z) 如 (1.38) 式 所 示 。 
Ш 先 证 必要 性 。 记 
(1.41) W(z) = w(z) - g(zo)F(z) - 0(2)G(2), 
从 w(zo) 存 在 的 定义 (1.39)， 知 mw (20) =W'(z), H jk Я, 
W(z) 的 实 部 、 虚 部 在 点 z 满 足 Cauchy-Riemann 条 件 ， 即 
Walz) = 0。 而 (1.41) 式 还 可 写成 


W(z) Aw(z,) WC) 
F(z) F(z) F) 
С(2) G(z) G) 


/ 


Е(2,) (F. 
G.42)W(z) = | пата) 


С(2,) G(z0) 


э 


/ i 
/ 


1 
则 М: (20) = 0 可 写成 
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We(zo) W(zo) w(Zz) 
Falz) F) F(z) | =0， 
Ca(zo) С(2,) GG) 


(1.43) 


#1 (1.40) Е 20 成 立 。 

其 次 证 明 充分 性 。(1.40) 式 在 点 z 成 立 可 写成 (1.43)， 也 
就 是 有 Wa(zo) = 0， 这 表明 W(z) 的 实 部 与 虐 部 在 点 z 满 足 
Cauchy-Riemann 条 件 ， 因 而 有 W (20) = 0， 即 w(zo) 存 在 。 

另外 ， 如 果 w(z) 、%(z) 在 区 域 卫 内 具有 连续 偏 徽 商 ， 从 
w(z) 存 在 可 得 Wa(z) = 0， 也 就 是 


(1.44) з= Роњ = 0, (932), c (e1),=o, 


从 上 式 便 可 得 到 (1.2)， 即 o(z) = g(z)+iy(z) 在 区 域 D 内 是 第 
二 类 准 解析 函数 。 
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一 、Green 恒等式 

对 于 复方 程 (0.3)， 即 
(2.1) у= А(2%у+В(2)0 + C(z), 
它 的 共 辆 复方 程 可 写成 
(2.2) w',= - A(z)w' — Ва)" + D(z), 
这 里 4(z)、B(z)、C(z)、D(z) Е\!(Ф). Ж Ec wi), 
(РЕ Б=р+Г Е, НТ; (0) (р>2), XE ру 
界 PFEC:， 由 第 一 章 公式 (3.30)， 就 有 


jw» wz)dz= ПКС = 
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et 


` 


= ff w + w'wzldo, 
= ff wowe Aw’ + Bo’) + w'(wz- Aw — BD) 
~ Bwiw’+ Bow’ ldo, 
于 是 有 
1 
(2.3) ве[ 1 wowa 42] - Re ff [WD + Со, 


特别 对 广义 解析 函数 ，C= 0，D =0， 则 有 

(2.4) Re Bw waz =0, 

这 就 是 所 谓 的 Green ER. WR w(z2) 在 区 域 卫 内 解析 ， 直 到 边 
ЯГ, КЕТ Я Е, = 0，1 与 1 都 是 它 的 解 ， 代 
入 (2.4) 即 得 

(2.5) jrw(z)dz=0, 

而 可 取 为 DD 内 任 一 条 逐 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 ， 它 的 内 部 完全 
EFD. ХТ kh Cauchy 定理 。 


=. F X86863 341 


А sad 
АН Ф, (2) = 了 (一 


| 
p 2:0 =a p REM., 


可 知 存在 p (t,z) = Тв, - Tg i|+- i. Фз(#,2) = Tg, — Тв. |1, g (2), 
g:(z) € Ly,(D), (48 
еә X,(z,t) = 


(2.6) X,(z,t)= enta 是 


1 1 
2(#-2) 21-2) 
复方 程 (1.1) 的 解 。 根 据 公 式 〈1.6) - (1.8)， 我 们 有 
(2.7) |@;j(z,t)|<M;, !g;(z,t)|-<M;i[|z — Иа, 

(2.8) lpi(z, DISM, ата [t], Ща, ltl>R>1, 
(2.9) |9pi(zit) 一 9izatis<Miz - z,|%, ј=1,2, 
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(2.10) 19pi(2 t) — @,(z, t)|<M;|z - И", 

Ифа=1-2/р, М, = Мрі,,([А|+ |B|, D), М; = 2MpLy;,(|Bl, 

万 ) .函数 组 X,(z,t),X,(z,t) 称 为 带 有 极点 的 基本 广义 解析 函数 

组 ， 它 们 在 全 平面 上 除 点 t 外 都 是 Holder 连续 的 ， а 

处 满足 复方 程 

(2.11) Х»=А(2)Х, + B(z)X,, X,: = A(2)X,+ B(z) X,. 
现在 我 们 构造 两 个 函数 


Q,(z,t) =X,(z,t) + iX,(z,t) = s 5 Гето 

5900 + en, 
0, (2,1) = Ху(2,1) - іХ, (2,1) = 5 Lern 

— e20], 


按照 (2.7)、(2.10) 得 知 
(2.13) 0,(z,t) - holz- o,G,D=o(lz- t), 


XHA zo 和 t-*co 时 ， 有 

(2.14) 0,(2,1) =O(|t|"1), Q,(z,t) = ОС), 

如 果 复 方程 (2.1) 中 的 B(z) 圭 0， 容易 得 知 pa t) =p t), 
因此 0,(z,t) 90， 上 面 所 得 的 函数 组 Q1(z,t)，0Q,(z,t) 称 为 
(1 .1) 或 广义 解析 函数 的 基本 核 ， 它 们 是 唯一 确定 的 ， 并 容易 = 
出 它们 满足 

(2.15) Q,z+A(z)Q, + В(2)0,=0,0,.+ А(2)0, + В(2) ü, = 0, 


三 、 广 义 Cauchy 积分 公式 

仿照 前 面 求 复方 程 (1.1) 的 基本 广义 解析 函数 组 Xi(z,t)、 
ХО, АПН Я ра 
(2.16) W2= – A(z)w’— ВС) 9” 
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的 基本 解 组 Xi(z,1)、X;i(z,t)， 下 面 先 建立 X)(z,1) 与 Xi(z,1) 

(人 = 1,2) 之 间 的 关系 ， 然 后 将 给 出 广义 解析 函数 相应 于 解析 函数 
的 Cauchy 公式 即 广义 Cauchy АХ. 

RD 是 -- 有 界 的 多 连通 区 域 ， 其 边界 T 是 有 限 条 逐 段 光滑 

的 简单 闭 曲 线 组 成 ， 又 点 t+€D， 而 T= 112-4] = е} — АЛМА 

H, e 为 足够 小 的 正 数 ,，T, 及 其 内 部 都 在 D 中 。 对 广义 解析 函数 

w(z) 与 Xz DETST, 所 围 的 区 域 上 使 用 Green 等 式 (2.4), 有 


Re x (z, t)dz = [ кожи, t)dz— w (z) X; (z, t) d2 
e 


=| WOX G D dz- WI XG nas, k=1,2. 

将 上 面 第 二 式 (k=2) 乘 以 i， 与 第 一 式 (k=1) 相 加 ， 便 得 
пис) 0102,1) dz- w(z) Q; (z, t)d; 
-| wo 0, (2,1) dz- w(z)Q;(z, t) 42, 

其 中 Q,(z,t). ЗОН (2.16) 3: 本 核 , 当 e—0, 
并 使 用 估计 式 (2.13)， 可 得 

[адаа paz ws) gic dz = - я. 

如 果 tED+T， 或 1ET， 我 们 也 可 得 到 相应 的 公式 ， 即 上 


式 右边 代 以 0, 或 -Bxw(t), 而 Bx 是 边界 TT 在 点 1 的 内 角 ， 
0<B 和 2， 于 是 ， 我 们 有 以 下 广义 Cauchy AR: 


(2.17) - = | ai z)w(t) dt — 9; (t, z)w(t)dš 


w(z), 3 z€ D, 
210, 34 z6€D, 
8 


5\(2), Ш 2ЕГ. 
RK, SEH: Q 1) 与 Q(z,1) (j=1,2) 满足 关系 式 
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(2:18) Qi(z, 6) = -Qf{(E, 2), 0,62, 6) = - 9,6, 2)» 
其 中 а, (2, 6) =Х,+іХ,, 0,(2,6) = X, — iX, 也 就 是 
[26 D= - хо + XE DI+ Пхи 
(2.19) | + Х,(6, 2)] 
¿c z s 3: 
[seo = 0х0 - 601 0069 
一 Xi(ey,z)]， 


这 里 为 平面 上 加 定 的 点 ,事实 上 , 记 T,= {lz- 引 = ej， T, 
={iz-¢ =.1), вахо, D, х,о 是 复方 程 (1,1) 在 
闭 区 域 e<|z- ISE ERER, HAR CIDA 


(2.20) xi(z, 6) = -页 区 mw фа, dt - 
K 


X,(t, $) Olt, z) dš 
(2.6), (2.7), 5 (2,13), (2,14), № [t-¿|= e, Ж 


XG t) =} р + o(e |， 


20-0) 
х0 = ев [+o(e- p]! 
又 当 |t-6| = 二， 有 


Xx(t,)Q/(t, z) = О(=*), X,(t,0)Q;(t, £) = Оез), 
Æ (2.20) Rhik s->0， 便 得 


(2.21) X,(z,¿) = -100:4, z) +016, 2), 
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Хх, = 21-0916, z) - 00,01, 
由 上 式 即 得 (2.18)。 
这 样 一 来 ， 由 (2.18 式 ， 可 将 广义 Cauchy 公式 (2.17) 
写成 


(2.22) QL (оак, Dwad- в, суй 
271), 


‘w(z), 当 zED, 
-Ò МЕБ, 
Ви), М zT, 


和 如果 AG) = BG) = 0, А 016, 0) =t, 0,0,0) = 


此 时 ， (2.22) 成 为 解析 函数 的 Cauchy 公式 
w(z)， 当 zED， 


1 w(t) С: м у= 
(2.23) a ЕЕ dt= |0, МЕБ, 
fwo, 4 2ЕГ 


如 果 区 域 了 是 无 界 区 域 ， 其 边界 FEC!， 又 在 点 co 的 邻 域 
№, w(z)=O(]z|"1), WX Cauchy 公式 (2.22) 仍然 成 立 ， 其 
中 了 的 方向 与 前 面 所 述 的 相反 。 

此 外 ， 如 果 w(z) 是 复方 程 (2.1) 在 区 域 D 内 的 正则 解 ， 且 
直到 边 究 T 连 续 ， 使 用 (2.3) 式 并 取 D = 0， 依 照 前 面 的 方法 ， 
可 证 更 一 般 的 积分 公式 
(2.24) зи јас wD ae- aa wO dt- 


[со оса) + a суваг 


р 


WwW(z)， 当 zED， 
lo, Ш 2ЕБ, 


EG 当 zEr。 


四 、 用 解析 函数 的 积分 表示 广义 解析 函数 

如 果 在 有 界 角 区 域 万 外 ， 复 方程 〈1.1) 的 系数 A(z) =B(z) 
= 0， 我 们 可 将 〈1.1) 的 基本 核 写 成 Q,(z, 1,0), Q,Gt,D), 
这 样 的 核 称 为 复方 程 〈1.1) 关于 区 域 D 的 标准 核 。 

4 tED, MWh 〈2.15)， 在 万 外 

[Q;G,t,D)Js = 0, j=1,2, 

В Q;(z,t,D) (j=1，2) 在 万 外 是 z 的 解析 函数 ， 且 在 点 >o 等 
于 0. 由 于 〈2.18)， 有 
(2.24) Q,Gz,t,D)= - Qí(t,z,D), Q,G,t,D) =- GI(t,z,D), 
这 表明 Qf(t,z, D), 0;(1,2,0) 在 万 外 是 z 的 解析 函数 ， 且 在 点 
co 等 于 0。 

设 w(z) 是 复方 程 (1.1) 在 了 内 的 正则 解 ， 且 在 万 =D+T 
上 连续 ， 从 〈2.22), 当 zED, 有 


(2.25) W(2) = 1 аруа -op БУВ) а. 
г 


现在 引入 工 外 的 解析 函数 


1 [м@) 
(2.26) Ф (2) | а, 


从 书 [128]23) 第 四 章 $1, Д @+(t)、@-(t) 分 别 表示 (z) Др 
与 万 外 当 z 趋 于 t€ T 的 边界 极限 值 ，@+(t)、@-(t) 都 在 T 上 连 
£F, Нн Сохочкий АХ 

(2.27) w(t)=@+(t) –-Ф-(1), t€T 

EX ФО) ФО) Er Ей Ж, WOE р т, 直到 
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边界 连续 ， 又 Фо) = 0。 根 据 广义 Cauchy 公式 ， 有 
a SATR А 
(2.28) z|o ee (р 9, (2,1,0) (Ddt = 0. 


将 (2.27) 代入 (2.25)， 并 记 ФФ = Ф (0), 8] 
1 јола, t, D)P(t)dt - Q, (z, t, D)@ (D) di. 
211) 
现在 将 上 式 右边 在 区 域 D.=D- {lz- l<e} 上 应 用 Green 
等 式 ， 这 里 《为 卫 内 的 国定 点 ，e 为 足够 小 的 正常 数 ， 我 们 有 
w(z) =lim1 ffica ct D DE) + CAZ EDN - 
г л 
Da 
2 ЕЕ 
ра. tlim{ L | а, ра, 
12-11 = 
- 0, (2,6, DP Cdt} 
注意 到 (2.13)， 从 上 式 即 得 
(2.30) w(z)=@ (2) + ffir eme 
D 
+T,(z,€,D) PE) doc, 


(2.29) w (2) = 


其 中 
губ, 6, D) = (0.4.6.2) 


Talz,€, D) = 00,62,6001. 
根据 (2.15), (2.18), A 


(2.31) a asa А60, (2,6. 0) + BTE) 9,Gz,G,D) = 0, 
[9,(2,6,2)1:+ А05)0,(2,6,0) + В(6)0, (2,6. D) = 0 


即 
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T(z, 6.D) = САФ а.с. D) 


(2.32) | + B(E) 0.62,6.р)1, 


гуа, 6.0) = TAWA, t, D) 
+В(6)0,62,6,р)1. 


83 广义 解析 函数 的 一 些 性 质 


本 节 中 ， 我 们 将 给 出 广义 解析 函数 的 一 些 性 质 ， 广 义 解析 函 
数 的 最 大 模 原理 :广义 解析 函数 的 凝 京 原理 ， 广 义 解析 函数 的 宏 
级 数 表 示 式 即 广义 赛 级 数 及 广义 对 称 原 理 等 。 


一 、 最 大 模 原 理 

先 证 明 广义 解析 函数 一 般 的 最 大 模 原理 ， 

定理 3.1 设 w(z) 是 在 闭 区 域 万 =D+Z 上 连续 的 广义 解析 
иж, 为 区 域 卫 的 边界 ， 则 
(3.1) lw(z)| M max|w(t)|, 


(8.2) 1<M, = M,(p,k, D) <е‹ив", 
这 里 LAC), D]<k<>o, L,[B(z), D]<k, М, 为 (1.6) 式 中 
的 常数 。 

证 由 定理 1.1, 有 WwW(z) =De, p] t, € T 表示 使 解析 函 
数 儿 (z) 达 到 最 大 模 的 点 ， 则 


[WIKID Пее ео + <M итахи Е, 


其 中 M 满足 (3.2) К. 
其 次 ， 设 复方 程 ал) 的 系数 满足 某 些 条 件 ， 可 证 ал) 


在 D 内 的 连续 解 满足 严格 的 最 大 模 原理 ， 即 G.D 式 中 的 常 数 
Mi = 1。 


定理 3.2 REDE O.D 的 系数 A(z)、B(z) 在 区 域 卫 内 
有 连续 偏 微 商 ， 且 在 D 内 满足 条 件 
(3.3) 18,+ 2АВ|<КеА, + 2BB, 
MJ (1.1) 在 万 =D+T 上 的 连续 解 w(z) 满 足 严格 的 最 大 模 原 理 ， 
即 
(3.4) [еса |<maxlw(t)|, 当 zED。 


证 如 果 |w(z)| 重 等 于 常数 ， 则 G.D 式 成 立 。 现 在 讨论 
УС МЕ D 内 不 恒 等 于 常数 ， 并 只 要 证 明 在 D 内 任 一 点 zo， 
lw(zo)| 不 能 达到 最 大 值 。 假如 不 然 ，|w(z)| 在 zeED 达 到 最 
ХІН, BRIW) | 关 0， 由 此 推 知 在 点 za 的 一 个 邻 城内 ， 
/w(z)|= 0, ü и(2) = ln|w(z)P 在 此 邻 域内 达到 最 大 值 K(zo)。 注 
意 到 在 z 的 这 一 邻 域内 ， 


m 
Ілу), =— + Z 
=( ); W o’ 


(3.5) uz = Ве [211%] z: = Re pa ):] 
=2Re| А +B э |, = 2Re [^.+ в, 2 +B 9: 


-p V2 
w? 


= 2Re| 4。 +B, 2, aB 2 + |B- B ust+ 
+(А w) = [- 2 
(аваа) 2] м-в Bars 
2 本 Ф 
+A;,+2|B|*+ (В, + 24в) 9), 


由 条 件 (3.3)， 从 上 式 得 
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и, + 2Re [в ви, | >2СВеА, + 21812 
(3.6) У 


– 18,+2АВ|]29, 


根据 第 四 章 引 理 1.3 关于 二 阶 椭 贺 型 方程 解 的 极 值 原理 ， 满 足 条 
件 (3.6) 的 二 阶 方程 (3.5) AR ulz) = njw) ЖЕНЕ Да. 
达到 最 大 值 。 此 矛盾 证 明了 (3.4) 式 成 立 。 

有 了 上 述 定理 ， 我 们 可 以 导出 关于 广义 解析 函数 的 Schwar:: 
引 理 。 

定理 3.3 设 w(z) 是 在 贺 D， |z- zl 和 <R (<>) 上 连续 的 
广义 解析 函数 ， 又 w(0) = 0， 则 在 D 上 ， 有 


M. " 
(3.7) Iwa) < |z- z,| max |w(t)|, 


这 里 T= {|z-z|=R},，n 是 w(z) 在 零点 z=0 的 级 ， ХМ, =М, 
(p,k,D)21, ІЖ A(z), B(z)e-*iarg(z-z0 SK 98 ја SE EB 3.2 Hh 
A4(z)、B(z) 所 满足 的 条 件 ， 则 可 取 (3.7) 式 中 的 常数 M, = 1. 
证 ， 根 据 定理 1.1， 在 D 上 ， 有 
w(z) = P(2)e™® = (z — z)" (z)e%” = (z— 2)" (2), 
Hh va D ими, HOW (2) 是 复方 程 
Wa= A(z)W + B(z)e-2niarg(z-z0) W (z) > 
于 DD 内 的 解 ， 再 由 定理 3.1 定理 3.2， 可 得 公式 (3.7)。 


二 、 广 义 凝聚 原理 

定义 3.1 设 {w*(z)} 是 复方 程 (1.1) 于 区 域 D 内 的 解 序 列 ， 
如 果 能 从 {wn(z)} 选 取 子 序列 在 D 内 闭 〈D 内 任 一 闭 Ж) 一 致 收 
AA (1.1) 于 DD 内 的 解 w〈z), 则 称 {wa(z)} 在 DD 内 是 列 紧 的 。 

现在 叙述 和 证 明 广义 解析 函数 序列 的 凝聚 原理 。 

定理 3.4 如果 复方 程 (1.1) 在 区 域 也 内 的 连续 解 序列 
{wn(z)} 在 DD 内 闭 一 致 有 界 ， 则 {wa(z)} 在 DD 内 列 紧 。 
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证 从 定理 1.1 及 公式 (1.6)，(1.7)， 可 知 
(3.8) Walz) = @,(2z)e%(2, p,(z)=Tgo 
(3.9) Igp,CGO|<M;L; QA|+ |B|, D), 
(3.10) [g@a(2z) – Фб.) |<Мь1р,. А[+ [B], Dz- zaje。 
这 里 a=1~2/p,n=1，2,…。 从 以 上 两 式 夏 出 防 数 序列 {p*(z)} 
在 D 上 一 致 有 界 和 同等 连续 ， 因 此 解析 还 数 序列 {Bn(z)} 在 DD 内 
闭 一 致 有 界 ， 根 据 解析 函数 序列 的 凝聚 原理 〈 见 书 [53]、 [128] 
23))，{n(z)} 也 在 D 内 闭 一 致 有 界 和 同等 连续 ， 于 是 可 从 
{wW (D ARTENE D 内 闭 一 致 收敛 到 函数 w(z) = Ф(2)е ©, 
这 里 中 (z) 与 9g(z) = Tg ЖФ, (2) } Б {ф (2) ТЭ Е Я] М 


极限 函数 ， 并 且 可 知 T8=T(A+ B- 加 )， 因 而 w(z) 是 (1.1) 于 


D 内 的 解 。 

定理 3.5 ”在 定义 3*1 中 所 述 的 函数 序列 {wn(z)} 在 区 域 D 
内 列 紧 的 充 要 条 件 是 ， 相 应 于 〈1.3) 的 表示 式 (3.8) 中 的 解析 
函数 序列 { 中 。(2)} 在 D 内 是 列 紧 的 。 

证 如 定理 3.4 的 证 明 ， 函 数 序列 {p*(z)} 在 D 上 一 致 有 界 
和 同等 连续 ， 因 而 可 从 {g*(z)} 选 取 子 系列 在 万 上 一 致 收敛 到 连 
续 函 数 p (z), 这 表明 , JA (w. (2) fE D 内 的 列 紧 性 可 推出 {nz)} 
ED 内 的 列 紧 性 ， 反 之 也 对 。、 

其 次 ， 我 们 将 证 明 广义 解析 函数 序列 更 一 般 的 凝聚 原理 ， 
简称 广义 凝聚 原理 。 | 

定理 3.6 设 


(8.11) limLp[ An(z) - A(z), 5D]=0, 
limL;[B,(z) – B(z), р]=0 


Ху о) 8 yE 
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03.12) w, = A,.(z)w, + B, (2) Ó, 
于 区 域 D 内 的 连续 解 ，n=1,2,…。 如 果 {wn(z)} 在 D 内 闭 一 至 
有 界 ， 则 {wn(z)} 在 DD 内 是 列 紧 的 。 

证 复方 程 (3.12) 在 D 内 的 连续 解 wn(z) 可 表示 成 (3.8)， 
其 中 Dalz) 在 DD 内 解析 gpn G) = Tg, gn(z) = A,(z) + 


в,а) =. 由 定理 的 条 件 ，Ls(|An|+ 18,1, 2) G =1, 2) 


是 有 界 的 ， 记 其 上 确 界 为 M,<>。 相 仿 于 (3.9)。(3.10)， 有 
(3.13) [ф„(2)1<М›М,, 

63.14) |@s(z;) — @%,(z,)| <M;M,|z, - 2:17. 

因此 解析 函数 序列 {Bn(z)} 在 DD 内 闭 一 致 有 界 ， 故 可 从 {中 ,(z)}、 
{pn(2)} 分 别 选取 子 序列 {Bnr(z)}、{qnk(z)} 在 D 内 闭 一 致 收 化 
H Ф(2), p2), Ж ФО) 在 D 内 解析 ，m(z) = Tg，g(z) 


=AG)+ B oZ, w(z) = Ф(2)е 9。 由 此 可 知 w(z) 是 复方 


程 (1.1) 于 DD 内 的 连续 解 ( 参 看 书 [128]31) 第 四 章 定理 2.1 
的 证 明 )。 

定理 3.7 E GID 的 条 件 下 ， 对 于 复方 程 Q. 于 区 
域 D A 的 任 一 连续 解 w(z)， 都 可 找到 复方 程 (3.12》 于 DD 内 
的 连续 解 Wwa(z)， 而 当 n 一 > 时 ，wn(z) 在 DD 内 闭 一 致 收敛 到 
W(Z)。 

证 由 定理 1.1， 有 wm(z) =e, XEO 在 D 
内 解析 。 根 据 定理 1.7， 可 求 得 复方 程 (3.12) 于 DD 内 的 连续 解 
Walz) = P2), 7 ， 它 符合 定理 中 的 要 求 。 

=. r xw 

设 z 为 一 有 穷 点 ， W; (2, Zo), Wasi (Z, 20) 是 分 别 对 应 于 
(z= 20)", i(z— 2)" (ИО ХЕ, Вр 
(3.15) Wai(z,zo) = (2- 2,) "eR O y 
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Wanti (Z: Zo) = i(z— Zo) es * p 


(如果 n) 20, RÆ Хм, Hh 
P2% (2, 20) = Pan (2) 一 pan(Zo)， 


(3.16) QI. (2, 20) = pant1(2) — Ponti (20), 
ф:(2) =т(А+ BW ), =T(A+ Вы ), 
Won Wan+1 


它们 的 存在 性 可 由 定理 1.7 推出 。 从 A.D R, TA 
тахГФ,„(2), @;a+i (2) SEMpLp,s (|A| + |B|) |z- zol" = pa (2), 
于 是 有 


š za < Wn | 9% (2) 
(3.17) е а" <е , 


ИТЕ ЕЖЕ ws(z, zm = 0, 土 1， 土 2, …) 组 成 的 级 数 


(3.18) Ус, (2,2) 


ne-o 


МН ЖХ, CSI ERGE rh HERR 


(3.19) š (с,„ + Icing) (z — 20)" 
相对 应 。 

现在 我 们 证 明 如 下 的 广义 Abel 定理 : 

定理 3.8 广义 等 级 数 (3.18) БЕ (3.19) 有 相同 的 
收敛 圆 环 ， 并 且 在 此 圆 环 内 ， 级 数 (3618) 绝对 收敛 且 一 致 收 
90. FA, URRA 


(9.20) Усни, 2) 

EAZ) 收敛 ， 则 它 在 圆 : |z- 25| < |2, -zl 内 绝对 收敛 且 
一 致 收敛 。 如 果 级 数 〈3.20) 在 点 aR, WEE l- zl 
>12, zol 发 散 。 


证 将 广义 竺 级 数 《3.18) 分 解 成 


(3.21) У) c,w,(z,z) = У сам» (z,z,) + > cawa (z, Zo)» 
1 


ГРЕС п-0 ne- 


上 式 右边 两 级 数 分 别 与 宥 级 数 《Csn+ icnn) 0-2)" 
n=0 


> (сан + icsnt1) (2 20)" 相对 应 。 注 意 到 估计 式 (3.17)， 使 用 


解析 函数 中 赛 级 数 的 一 些 性 质 与 Abel 定理 ， 便 可 得 到 本 Е 理 中 
所 述 的 全 部 结论 。 

用 w(z) 表 示 广 义 告 级 数 (3.20) 在 收敛 圆 内 的 和 函数 ， 如 定理 
3.4 的 证 明 ， 由 于 


(3.22) Wn(z) = Ре 

在 收敛 圆 内 闭 一 致 收敛 到 w(z)， 而 w(z) 是 复方 程 (1.1) 于 此 
收敛 圆 内 的 解 。 容易 理解 级 数 3.20 № Ж Жс,(п=0, 1, 
2,…) 可 由 下 式 计算 得 出 


п-1 
w(z) — У [cakWak(Zy Zo) + симка 
о 


(8.28) сыны = lim = (za 
20 -a 


Hh n=0, 1, 20, сч, = м(2,). 
RK, RI J XERA. Вуд 是 复方 程 
a.D 于 贺 D= {lz-zwl<R} 内 的 解 ， 直 到 边界 T= {lz-zl 
= R} 上 连续 ， 于 是 可 得 D 内 的 解析 函数 


1 fw(b Z . 
(3.24) Ф(2) = pl tz t= D Cut ica) а-а), 
г 
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其 中 ск (К=0, 1, 2,--) 都 是 实 常数 ， 它 们 可 由 下 式 确定 ， 


_ WO q, k=0, 1, 2, 


(В сарт с 


ЖЕН. ИЖ 


(3.26) @,(z) = Y 'cywk(z, Zo) 

ke0 
是 复方 程 (1.1) FD 内 的 解 ， 上 式 中 的 Wx(z,20) (k=0, 1, 
2,…) 都 是 如 3.15 КИЮ ОХ. Н (2.25) 与 
〈2.29)， 上 述 函 数 w(z)》 与 名,(z〉 可 表示 成 


(3.27) wQ = 51 fat, t, D) waya - 0,G,t,DWGYdl, 
2zij 

(3.28) @,(2) = fact Doo - 0, (2,1, РФ dt, 
271, 

其 中 


(3.29) Ф,(2) = > (са + ісер) (z-z) к =l [= 


Ф, (2) 
Элі А dt, 


£= 
r 


这 要 设 复方 程 (1.1) HRA AN), BOE D 外 等 于 0, 并 使 用 解 
析 函 数 在 D 外 的 Cauchy 定理 。 将 (3.27) 与 (3.28) ЖЖ, Ж 


(3.30) |w(z) — p, (z) |< 


(z,t, D)|+ |9,(z, t, D)|) 


и) - @,(t)|ldt| <M; (Dy) Li (W - Dr T), z€ Dys 
这 里 Dx 表示 D 内 的 任 一 闭 子 集 。 由 于 (3.24) 中 的 级 数 是 
w(t) 的 Fourier 级 数 ， 因 此 当 n 一 > BF, Ж L, (w -@,, T)—0, 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 以 下 结果 : À 
定理 3.9 设 w(z) 是 复方 程 (1.1) 在 D= (|jz-z|<R) 内 
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的 《正则 ) 解 ， 则 w(z) 可 在 DD 内 展 成 如 下 的 广义 Taylor 级 数 


(3.31) w(z)= Yic,w, G, 20), 
n=0 
以 上 级 数 在 D 内 闭 一 致 收敛 ，wn(z，zo) 是 广义 宕 函数 ， 如 
(3.15) 式 所 示 。 
ЯЖ, ЖЕ D = (R.<|z-z|<R,, BB Г, = {|z 一 zol 
=R}, T,=4]-z|=R,, ЖИР 6.20), 8 w(2) 是 复方 程 
a.D 于 DD 内 的 (正则) 解 ， 且 在 万 上 连续 ， 则 有 


(3.32) D =ç =] 1 WO at- l P 


= уж (ск t icare) CZ- Zo)“, 


ka=% 


其 中 Cat lotr = BLE ата k=0, 1, 2, 
P. 


2 


w(t) 
ас Yrd k= - b 2 


-并且 可 将 w(z) 展 成 在 DD АИ Вх Laurent 级 数 (也 
称 第 二 类 广义 赛 级 数 ) 


+оо 


(3.33) м(2) = > CkWk(Z, 25), 


ko- 


此 处 wk(z，zo) 是 前 面 所 述 的 广义 守 函 数 。 正 如 定理 3.8， 级 数 
(3.33) У (3.32) 有 相同 的 收敛 圆 环 。 
应 当 指出 ; 工 .Bers 也 建立 了 一 种 广义 里 级 数理 论 ( 见 [14])。 
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四 、 广 义 对 称 原理 

先 介绍 广义 解析 函数 的 连续 开拓 。 我 们 要 证 明 以 下 结果 。 

定理 3.10 Жр, 和 D, 是 两 个 不 相交 的 区 域 ， 它 们 以 逐 段 
光滑 的 Jordan Д ү (不 包含 端点 ) 作为 公共 边界 ， 又 wi(2)、 
wz:(z) 分 别 是 复方 程 (1.1) 在 D,, D, 上 的 《正则 ) 解 ， 依 次 在 
Di+y、D:+? 上 连续 ， 则 函数 
(3.34) wlz) = pies Ч zCD, +Y, 

w:(2), М zED, 


是 (1.1) 于 Di+ D,+ Y 上 的 正则 解 。 
证 任 取 弧 Y 上 的 一 点 za， D zl EJ ELB Г = {lz- zol 
=e}, 使 它 及 其 内 部 属于 D,+D,+Y， 使 用 广义 Cauchy А Я 
《2.22)， 并 与 解析 函数 相应 定理 的 证 明 相仿 ， 有 


(3.35) w(z)= Z jaz, waya оа, ждав, 
Г 


lz- zol|<e。 

经 直接 验证 ， 便 知 w(z) 是 (1.1) 于 T KOER HFA LE 
Y 上 的 任意 性 ， 可 知 w(2 是 (1.1) 在 D, + D, + Y 上 的 正则 解 。 

使 用 上 述 定理 ， 可 证 关于 广义 解析 函数 的 对 称 原理 ， 

定理 3.11 设 卫 是 上 半 平 面 的 一 区 域 ， 它 的 一 部 分 边界 是 
实 轴 上 的 线段 Y， 以 Dy 表示 р 关于 实 轴 对 称 的 区 域 ， 又 w(z) 
是 复方 程 (1.1) 于 D 内 的 正则 解 ， 直 到 边界 ?连续 ， 且 
Rew(z) =0, 34 zEY， 则 函数 


w(z) ， 当 zED+Y,， 


(3.36) W(z) ={_ SOŠ z€ D, 


是 复方 程 


А (2), 
(3.37) Wa= А+ ВСИ, А, = { 


AG), 
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2/80), z€ D, 
BG), 2Е Dy 


By 


FD+De+Y 上 的 正则 解 。 
证 注意 到 条 件 Rew(z) = 0， 即 w(z) = -w (2), Щ 267, 


这 表明 W(z) 在 ?是 连续 的 。 由 定理 3.10， 便 知 W(z) 是 (3.37) 
于 D+Dx+Y 上 的 正则 解 。 

定理 3.12 设 了 是 圆 |z|<1 内 的 一 个 区 域 ， 它 的 边界 的 ~- 
部 分 是 jz| = 1 上 的 一 段 圆 弧 Y, ИР, ARDAF Y 的 对 称 区 域 
又 w(z) 是 复方 程 Q.D 于 DD 内 的 正则 解 ， 直 到 边界 ?连续 ， 
В. Rew(z) =0， 当 zEY， 则 函数 


w(z), 33 z€ D+ f, 


(3.38) W (2) = 人 


v (2). H z€ 0» 
是 复方 程 
А(2), 
(3.39) W, = An(ZW + В,(2)0, 4» = { 1A 
-z4 (1), 
5 B(z)， 当 zED， 
ый "uD 1), zep, 


*D+D,+Y 上 的 正则 解 。 

证 当 zEY， Rew(z) = 0， 即 w(2z) = -»(2), 
这 表示 W(z) 在 Y 上 连续、 通过 直接 验证 ， 可 知 W(z) 是 (3.39) 
FD, D, 上 的 正则 A, 再 由 定理 3.10, 便 得 本 定理 的 结 
$È. 
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$4 广义 Cauchy 型 积分 与 Наѕетап 边 值 问题 


本 节 中 ， 我 们 先 介绍 广义 Cauchy 型 积分 ， 然 后 利用 此 公式 
讨论 广义 解析 函数 Riemann 边 值 问题 、Haseman 边 值 问题 等 的 
可 解 性 。 


一 、 广 义 Cauchy 型 积分 
设 T 是 有 限 条 逐 段 光滑 的 Jordan 曲线 ，9(t 是 了 上 的 可 积 
函数 ， 我 们 就 称 积分 


U.D жб) = вија 09004-0, (z, D paydi 


为 广义 Cauchy 型 积分 ， 其 中 Q, (z, t), Q, (z,t) 是 如 (2.12) 
式 所 示 广 义 解析 函数 的 基本 核 。 根 据 〈2.13)， 通 过 直接 验 W, 
可 证 〈4.1) 式 中 的 函数 w(z) 是 复方 程 A.D 于 外 的 正则 解 ， 
而 且 在 点 cc 附近 ， 有 мб) =O(zl-5 , 

设 56 为 T 上 一 点 ， 且 TT 上 包含 点 6 于 其 内 的 一 段 弧 YEC'， 
又 p(t)ECa(Y)，0<a<1。 由 于 (2.13) 式 ,仿照 解析 函数 情 
JÉ F Сохоцкий 公式 的 导出 ( 见 书 [128]23》 第 四 章 81)， 可 得 


UD WO = реф ть, w O = - 14+, 


СЕТ, 
其 中 


(4.3) w(O = A oe Doar- 9,6, 2 9054, 
Г. 


上 式 右边 第 一 个 积分 是 按 Cauchy 主 值 意义 下 的 积分 ， 而 第 二 个 
积分 是 通常 意义 下 的 积分 ,如 果 复方 程 (1.1) 的 系数 A(z) =B) 
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=0, Ш 02.18) RRA aG D=, ly 0,6, 0) =0， 而 


(4.2) 便 是 Cauchy ая 


w' = 去 Ф +: НЯ 


2xi 
(4.4) | 
wO =-1 (O ара ister. 


我 们 还 可 将 〈4.2) 式 改写 成 

(4.5) WI) -wW =p), w) +w C) =2w(t), tEY. 
如 果 刀 是 有 界 区 域 ， 其 边界 FE C!， 又 函数 w(z) 是 复方 程 

a.D 于 DD 内 的 正则 解 ， 在 DD=D+T 上 连续 , B w(t) = ФО), 

当 tET， 则 由 广义 Cauchy AR (2.22), ЩзЕБ, 有 


(4.6) fac Do at- 9, G, 0 gG@dl= 0, 
Г 


TA w (QO =0, 34 CT, П (1.2) 的 第 二 式 成 为 
(GD o0- -fa фо а-о, C, D pad =o, 
r 


EET, 
如 果 w(z) 是 复方 程 A.D F D 外 点 集 了- 的 正则 解 ， 直 到 边 
界 了 连续， 又 w(co) = 0，w(b =g(t)，tETIT， 则 对 DD 内 任 一 点 
2, (4.6) 式 都 成 立 ， 此 时 (4.2) 的 第 一 式 成 为 


(4.8) ФФ + -4 fac оффа п, «Є, 1) 9074 =0, 
r 


以 上 所 述 条 件 是 必要 条 件 。 反 之 ， 也 不 难 证 明 所 述 条 件 也 是 充分 
的 。 这 样 ， 就 得 到 如 下 的 结果 : 
定理 4.1 设 p(t)ECa(T)，0<a<1, 那么 等 式 (4.6) 或 
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UD 成 立 的 充 要 条 件 是 : w(z) 是 复方 程 (1.1) 于 D 内 的 
正则 解 ， 在 万 上 连续 ， 且 mw(bD =p), tEr. XER (4.6) 
或 (4.8) 式 成 立 的 充 要 条 件 是 ，w(z) 是 (1.1) 于 了 外 点 集 D” 
上 的 正则 解 ， 在 万- 上 连续 ,w(co) =0, 和 且 w(t)=g(t)，tET, 

此 外 ， 我 们 还 可 证 明 广义 Cauchy 型 积分 的 如 下 性 质 。 

定理 4.2 设 DD 是 一 有 界 区 域 , 其 边界 TEC', 又 q(t)€ 
Cal), 0<а<1, НХ Cauchy 型 积分 (4.1》 所 确定 的 函数 
w (2) € Ca(D), B=min(a,1—2/p). 

证 根据 〈2.30)， 我 们 可 将 广义 Cauchy 型 积分 写成 
U.D wO) =D + [г 6, D ФФ + Tes, 6 D 

D 


Ф (6)140., 
其 中 中 (z) 如 (2.26) 式 所 示 ， 即 


Ф(2) -1 (9 dt, 


(4.10) 211) 1-2 
2" 


由 Cauchy 积分 的 性 质 〈 见 [128]23》 第 四 章 定理 1.3)， 可 铬 
Ф(2) ЄС.(0), H wO) 满足 (4.5) 的 第 一 式 ， 中 (z) 也 满 
足 条 件 
Ф' (0) - (t) =p(t, tET, 
因此 w (z) – b (z) Е 全 平面 连续 ,在 点 oo 等 于 0, Х w(z) - Ф(2), 
是 复方 程 
[w(z) -Ф(2) 1 = A(z2)[w - 6] + ВО) [w Ф] 
+А(2)Ф+ B(2) Ф 
T D*, D- 上 的 解 ， 且 在 点 co 等 于 0。 仿照 定理 1.11 的 证 法 ， 
可 证 此 解 具有 如 下 的 形式 
W(z) - Ф(2) = То, @(z) € L;,, (E), 
因此 
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w(z) -Ф(2) € 6,(D), B= тіп (а, 1-2/р), 
这 样 ， 我 们 便 得 到 wa) ECD). 


二 、 Riemann 边 值 问 题 

广义 Cauchy 型 积分 (4.1) 给 出 了 特殊 的 Riemann 边 值 问 
题 的 解 ， 其 边界 条 件 如 〈4.5) 的 第 一 式 所 示 。 所 谓 广义 解析 函 
Xk Riemann 边 值 问题 ， 即 求 复方 程 (2.1) 于 D+(=D)、D 
上 的 分 片 正则 解 w(z)， 使 它 直 到 边界 连续 、 且 满足 边界 条 件 
(4.11) w*(t) =G(t)w (t) + g(t), t€T, 
这 里 是 N+ ЖЕ 灵光 滑 的 闭 曲 线 T。，T,…,Tw， 而 T,*…, Tw 
在 T, 所 图 的 有 界 区 域内 ,D+ 是 以 了 为 边界 的 有 界 区 域 ,D- 是 D 
在 全 平面 的 余 集 ，w(z) 在 点 oo (€ D.) EE, NEGU, gt) 
满足 条 件 
(4.12) G(t)#0, С(0), g(t) ЕСа(Г), 0<a<1. 
我 们 简称 上 述 边 值 问题 为 问题 R。 

首先 ， 我 们 简化 此 边 值 问题 R， 即 使 用 定理 1.11， 求 出 复 
方程 〈2.1) 于 全 平面 上 的 正则 解 ， 


(4.13) $(2) =То, @(z) € Lp: (E), 

设 

(4.14) У (2) =w(z) – ф(2), 

则 求解 复方 程 (2.1) 之 问题 R 的 解 w(z) 转化 为 求解 复方 程 
(4.15) У, =А(2) +В (2) WO 

适合 如 下 边界 条 件 的 解 W (2), 

(4.16) W*(t) =G(t)W-(t) + 6.00), tET, 

这 里 

(4.17) E(t) = g(t) +[G(t) -124(®, #ЄГ, 


因此 下 面 不 妨 只 讨论 复方 程 G.D 适合 边界 条 件 (4.11) 之 边 
值 问题 R， 而 g(t)=0 的 问题 R 记 作 问题 Re。 
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正如 解析 函数 的 情形 那样 ， 先 求解 祈 函 数 满足 齐 次 边界 条 
t: 
4.18) ХФ =G(DX-(D，tEr 
的 标准 解 
(4.19) Хо) = неяк 
27*е0, 4 z€ D, 
这 里 


-k 
(4.20) го) = £ м HOED ds, 


而 K= 去 4rargG(D， ArargG(t) 表 示 沿 按 正 向 转动 一 周 后 


argG(t) В, Ку = 2. ДруатвО (0), j=0, 1, N, 


II(z) = (z- 21) 1.5 (Zz— zs)kN, z; 是 由 书 所 围 有 界 区 域 Di 内 的 
一 点 ,= 1, …N. 容 易 看 出 limr(z) = 了 (oo) = 0， 又 当 k<0 时 ， 


X(z) 在 点 2 有 一 k 级 极点 。 
将 标准 解 X(z) 代入 齐 次 边界 条 件 〈4.18)， 再 去 除 非 齐 次 
边界 条 件 (4.11)， 得 


(ма, g(t) 
XXX "Г 

(4.21) Ка 
ВИИ (1) -W (t) =t), Ф( = s tET, 


(t) 
其 中 函数 W (2) = w(z)/X(z) 应 是 复方 程 


(4.22) МУ = А (DW (D+B(z) XD w (O 
X(z) 


于 D'、D- 上 的 解 。 设 Qr(z, Nar, О 是 复方 程 (4.22) 于 
全 平面 上 的 基本 核 ， 由 于 (4.5)， 可 知 广义 Cauchy 型 积分 


+155 • 


1 


2лі 


(4.23) WO = farc, Dodi -0t (z, pdl 
2 


就 是 复方 程 G.22) 适合 边界 条 件 〈4.21) 的 一 个 特 解 ， 而 


хе [ею atz, 0— 
ant (f хо EO dK ва 


(4.24) w,(z)= 
T 


就 是 复方 程 ар 之 问题 R 的 一 特 解 。 
其 次 要 求 复方 程 〈1.1) 适合 齐 次 边界 条 件 
(4.25) w+(t) =G(t)w;(t), tET, 
的 通 解 ， 这 样 的 边 值 问题 简称 为 问题 R。。 与 前 相仿 ， 用 (4.18) 
№ (4,25)， 得 


Wo (t) _ wo-(t) 
(4.26) TG) = х0) |, tET, 


HF м, (2) /Х (0) 在 D+、D- ~ {co} 内 是 复方 程 (4.22) 的 正则 
解 ， 而 在 T 上 连续 ， 根 据 定理 3.10， 可 知 wo(z)/X(z) 是 相应 
Ф (4.22) 的 广义 整 函数 ， 它 以 点 co 为 极点 〈 当 天 <0) 或 可 去 
WAK, MRE Liouville 定理 可 知 P(z) =w, (z) /X(z) 是 广义 多 项 
式 ， 因 而 
(4.27) wo(z) =X(z)P(z), 
这 表明 复方 程 O.D 之 问题 Re 的 解 是 在 点 co 不 高 于 有 限 级 极 
点 ， 它 具有 G.27) 的 形式 。 

如 果 要 求 w(z) 在 点 ce 的 邻 域内 有 界 ， 并 定义 w(co) 
= Ит w(z)。 则 当 指数 天 >0，X(z) 以 点 co КЖ, Ж 


P(z) 是 对 应 于 (4.22) 的 K 次 广义 多 项 式 Px (z), TG] EE R, 的 
通 解 可 写成 
(4.28) %w,(z) = X(z)Pk(z). 
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ХИН K<, Х(2) -28e562 以 点 co 为 -天 级 极点 ， 而 要 使 
wo(z) 在 点 ce 的 邻 域内 有 界 ， 应 取 广 义 多 项 式 Р(2) 二 0， 即 此 时 
моб) 三 0 这 样 ， 便 可 得 到 如 下 结果 。 

定理 4.3 对 广义 解析 函数 的 齐 次 Riemann 边 值 问 题 Ra: 

D 当 指 数 天 >0 В, GE що 有 界 的 通 解 w(z) 具有 
(4.28) 的 形式 ， 因 此 
(4.29) X), X202), X(z)Qk(z) 
是 此 问题 R, 在 复数 域 中 的 K+ 1 个 线性 无 关 解 ,其 中 Око) 是 复 
方程 (4.22) КЖ, k=0, 1,0, Ку 

(2) 当天 <0 时 ， 它 在 点 ce 的 有 界 解 仅 是 零 解 。 

对 于 广义 解析 函数 的 非 齐 次 问题 R. 

(3) 33 K2>0 时 ， 它 在 点 cc 有 界 的 通 解 w(z) 具有 形式 
(4.30) WwW(z) =Wo(z) + w, (2), 
其 中 Wo《z)、ws(z) 分 别 如 〈4.28) (4.24) 式 所 示 

(4) 当 <0 时 ， 非 齐 次 问题 R 在 点 cc 有 界 的 可 解 条 件 为 


О) __&@). Е 
(4.3D [#5 Ви D dr- O ва, Ddl=0, 


k=- -2,., -k-1, 


НН Ri(z, t), R,(z, t) 是 如 下 面 (4.32) 式 所 示 的 函数 。 
МАЕ 4.31) 成 立时 ， 问 题 R 的 解 w(z) 具有 (4.24) 的 形 

Е (1)、(2)、(3) 的 结论 由 前 面 的 讨论 即 得 。 下面 只 
证 明 (4)。 当 <0 时 ， 齐 次 问题 Re 没有 非 零 解 ， 注 意 到 当 
2607, Х(2) =21еГ®, По 有 - 玉 级 极点 ， 因 此 要 求 
(4.24) 式 积分 所 示 函 数 在 点 oo 至 少 有 一 级 零点 。 由 (3.33) 
式 ， 并 注意 到 (2.12) R, MH (4.24) 式 中 的 基本 核 在 点 оо 
的 邻 域内 展 成 广义 寒 级 数 。 
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(4.32) Q*(z, t) = > cukz5Rik(z， t), 


k=-1 


0: (z, 1) = дек (z, t), 


则 当 (4，31) 成 立时 ，(4.24》〉 中 的 积分 所 确定 的 函数 在 点 有 
-级 零点 ， 此 时 ， 问 题 R 的 解 w(z) 在 点 cc 有 界 。 


三 、Haseman 与 Haseman 型 边 值 问题 

问题 H 所 谓 广 义 解析 函数 的 Haseman 边 值 问 题 ， 即 求 复 
方程 (2.1) 于 D+、D- 上 的 分 片 正 则 解 w(z), 使 它 直到 边界 
TEC&0<a<1) 连续 ， 且 满足 边界 条 件 
(4.33) %w*[B(t)1=G(t) w(t)+ g(t), ЕЕГ, : 
KEGU), g) 满足 条 件 〈4.12)， 又 B(t) 是 将 六 保持 方向 、 同 
胚 映 射 到 自身 的 函数 ，j= 0, 1, N, В. 
(4.34) B’'(t)<0, BECAT), 0<а<1, 
我 们 简称 上 述 边 值 问题 为 问题 五， 特别 当 а) = t, ДАН 
是 问题 R。 正 如 Riemann 边 值 问题 那样 ， 使 用 复方 程 (2.1) 形 
Я 4.13) 的 解困 (2)， 可 将 上 述 问题 互 转化 为 齐 次 复方 程 
‚ 4.15) 的 边 值 问题 H， 只 是 要 把 〈4.33〉 中 的 函数 g(t) КИ 
Balt) = g(t) + G(t)0(t) -六 a(t)]。 因 此 我 们 不 妨 只 讨论 复方 
в (1.1) 之 上 述 边 值 问题 H， 并 把 当 g(t)==0 的 问题 互 记 作 问 
Я Но. 

现在 我 们 使 用 保 角 衔 接 原理 〈 见 书 [76] 中 的 定 FB 10.4), BHD 
在 D+、D- 上 存在 分 片 单 叶 亚 纯 函 数 (2), Соо) co， 它 满足 
边界 条 件 
(4.35) ct[8(b]=c (t), tET, 
而 56(z) 将 D*、D- 分 别 映 射 到 A*、A-， 而 A+\A- 互 不 相交 ， 
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Ef HL 17, НЫ=Е = ВЕСЬ Д ДНЕ 
(可 参看 书 [128]31)， 第 五 章 定理 7.3)。 UD RREO 的 
反 函 数 ， 记 

(4.36) »*(6) = w[Lz(6)], 

在 上 述 变 换 下 ， 复 方程 (1.1) 转化 如 下 的 复方 程 

(4.37) мў = z (O АГС) Iw* (6) + ВГС) Iw" (Ob 
REZAC], ZOBE (6) ] ELp: (E)， 又 边界 条 件 


(4.33) 转化 为 如 下 的 Riemann 边界 条 件 
(4.38) м** (6) =6*(6)*- (6) +5*(6), CEL, 


ЖЕ о" GUO, gO ECM, 1 <а<1, 


使 用 定理 4.3， 我 们 可 得 关于 复方 程 (4.37) 适合 边界 条 件 
(4.38) È Riemann 边 值 问题 的 可 解 性 结果 ， 通 过 (4.36)， 便 
взяла ар 之 问题 的 可 解 性 定理 。 
定理 4.4 ”对 于 广义 解析 函数 的 非 齐 次 问题 H, 
D 当 指 数 天 >>0， 它 在 点 cc“ 有 界 的 解 是 存在 的 ， 其 通 解 
wa) 包含 有 2K+ 2 任意 实 常数 
(2) 3 K<0, E -2K- 2 个 实 等 式 成 立 的 条 件 下 ， 此 问题 
H 是 可 解 的 。 
下 面 我 们 还 要 介绍 广义 解析 函数 的 Haseman 型 边 值 问题 。 
所 谓 广义 解析 函数 的 Haseman 型 边 值 问 题 即 求 复方 程 
(2.2 在 D*、D- 上 的 分 片 正 则 解 ， 直 到 边界 了 连续 ， 且 满足 
边界 条 件 
(4.39) w*[8(t)]= G(t) w(t +g(t), #ЄГ, 
RE Dt, ро. Г, G(t), g(t) 与 Haseman 边 值 问题 相同 ， 但 
ВС) RRT 同 胚 喘 射 到 自身 的 反 位移 j=0, 1,…，N， 且 
满足 条 件 (4. 34), 我 们 记 此 边 值 问题 为 问题 H,. 
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与 前 类 似 ， 这 里 也 不 妨 只 讨论 复方 程 (1.1) 的 Haseman 型 
边 值 问 题 。 下 面 我 们 要 将 此 Haseman 型 边 值 问 题 转化 为 
Riemann 边 值 问题 。 由 文 [126] 中 的 定理 2.1， 可 知 存 在 单 叶 解 
析 函 数 6 a), CHER Dt 共 形 映射 到 与 D+ 具有 相同 类 型 的 
区 域 人 *， 其 边界 为 工 = Ze+Li+…+Iw 又 Li=e (nm) j= 0, 
1]，…, N, Lo 包括 Lb s LN 在 它 的 内 部 ， 而 单 叶 函 数 5-(z) 分 别 将 
九 -的 N+1 个 区 域 共 形 映射 到 Lo 的 外 部 Ar 与 工 j 的 内 部 
人 和 7 (j= 1,.…，N)， 满 足 边 界 条 件 ，C*[B8(t)]=6-(t)，t ETI, H 
6+(z)，6-(z) ЕСГ) КЕТ А 2* (6), 2-00) ECL). 
20 79 вед’, _ 

2 (6), СЕД-=Е\Д*, Д] 


м*[2*(6)], 6ЕД*, 


(4.40) м, (6) = mOl {те tea 


是 复方 程 

(4.41) woz=z (ГА (В). + ВГ2(6)10,] 

于 A* 上 的 分 片 正则 解 ， 它 满足 边界 条 件 

(4.42) м+(0) = 6[27(6) 70500) +8[27`(6)1, CEL, 

2 Ga (O) = 6[27(6)1, 8.00) =g[z-(E)]， 它 们 满足 与 G(t)、g(t) 
相同 的 条 件 ， 而 (4.42) 就 是 Riemann 边界 条 件 

(4.43) м#(5)=6.(6)м;(6)+8.(6), CEL. 


НЕ ArarsG, (O = - E Arare) = -K， 则 由 关于 广义 


解析 函数 问题 R 的 可 解 性 定 理 ， 便 可 得 到 复方 程 (1.1) 问题 
H。 的 可 解 性 结果 。 

定理 4.5 对 于 广义 解析 函数 的 非 齐 次 边 值 问题 H, 

D 当 指 数 K>0， 在 2K -2 个 实 等 式 成 立 的 条 件 下 ,问题 
H, 是 可 解 的 ? 
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(2) 当 玉 和 0， 它 具有 在 点 co 有 界 的 解 ， 其 通 解 w(z) 包含 
有 -2K+2 个 任意 实 常数 。 


四 、Carleman 边 值 问题 

所 谓 复方 程 (2.1) 的 Carleman 边 值 问题 ， 即 求 (2.1) 于 
N+ 1 连通 区 域 D= D+ 上 的 正则 解 w(z)， 直 到 边界 了 上 连续 ， 
且 满 足 边界 条 件 
(1.45) w*[B(t)]J= G(t)w*(t) +g(t), t€T, 


这 里 G(D) 0, CO, e ECT), а(1 <а<т)ж й, воо 


ЗАА Гу0= 0, 1, …，N) ,映射 到 自身 的 反 位 移 函 数 ， 

HBH ECL), 0<n<1, B'(t) 六 0， 此 外 还 设 B(t) ЫС), 

8(t) 满足 以 下 条 件 

(4.46) BLB(t)J=t, G(t)G[B(t)J]J= 1, 
8(t)GLB(t)] + gLB(t)]= 0. 


我 们 简称 上 述 边 信 问 题 为 问题 C. ië x= L. ArarsG 0), т 


是 同 胚 8=B(t) 不 动 点 tj(j=1,…，m) 的 个 数 ， 且 在 这 些 点 
上 G(t)= -1, 3## K = - (x+ m)/2 为 上 述 边 值 问 题 C 的 指 
Ж. 

下 面 简略 地 介绍 研究 边 值 问题 C 的 方法 。 

首先 由 书 [76] 中 的 定理 29.2， 可 知 存在 于 D 内 的 单 叶 函数 
2(z)， 它 以 z= 0 为 一 级 极点 ， 并 满足 边界 条 件 
(4.47) [8B(]= 6t(t), tET, 
Х 600) = 6*(z2) 把 区 域 卫 单 叶 映射 到 以 工 为 边界 的 区 域 A,， 工 
是 上 平面 上 N + 1 条 不 相交 的 Jordan 弧 Lij(j= 0, 1, =, N), 
ТЕСЬ, 0<u<1. 在 6=5(z) 的 映射 下 ， 边 界 条 件 (4.45) $ 
化 为 
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(4.48) w'Ez (= G[z- (6) v [z (6) ] + 8(27(6)1, 
ЕЁ = СГ), 
设 
(4.49) W (O и 
\-(6) =м-[27(6))1, 
— бы 

这 里 z+，z- 分 别 表示 z 在 AjB;、BjA; E J & МЫ, ЖА. В, 
(j=0，1,…，N) ЕВ) 的 不 动 点 而 在 淫 开 弧 工 上 的 Riemann 
问题 的 边界 条 件 (4.48) 可 写成 
(4.50) W+() = G[z-(6)]W-(e) +g[tz-(6)], GEL. 
在 映射 6= 6(z) 之 下 ， 方程 G.D 转化 为 
(4.51) W;= (6) АГЕ (С) ЛИ + ВЕТ + CEZ) Jy, 
XEO 是 4(z) 的 反 函 数 ， 并 且 可 知 在 1 0=0, 1, № 
的 一 切 非 端 点 上 ，z'(6) 是 Hilder 连续 的 ， 这 可 仿 书 [76] 定理 
13.4 来 证 明 。 

其 次 ， 考 虑 满足 边界 条 件 (4.50) 的 解析 函数 的 Riemann fa 
题 。 由 [76] 中 的 定理 29.3， 可 知 当天 = - (x+ т) /2>0 № È 
有 1=1- (x+ m)/2 АНЯ, ПЧ K<0 时， 人 允许 在 点 co 有 
IK| - 1 级 极点 的 解 也 是 存在 的 。 今 以 X(C) .中 (EC) 分 别 表示 满足 

(4.50) 的 齐 次 边界 条 件 
(4.52) Х*(6) = С[2-(6)1Х* (6), ¿€L 
与 非 齐 次 边界 条 件 (4.50) 适当 的 解析 函数 。 作 函数 
(4.53) V(O) = ГИС) -Ф(6)1/Х(6), Hl 
WE) = Фб) + ХС)У (O, 
“可 证 ， 在 除了 工 (j= 0, 1,5, № 的 端点 qj、b;(j=0， 1, 
N) ,Ф(6), ХО) 满足 Hilder 连续 的 条 件 。 使 用 消去 法 CN 
文 [87]1))， 由 于 W(&) 满足 边界 条 件 (4.50)， 故 有 
(4.54) W*(0) = D*E) +X+(EV+(E) = 
= С[2-(6)1[Ф-(6) + XV E] + 
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gLz-(&)] 
=G[Lz2-(6)IW-(6) + g[z- (6)] 
= GEZ- (DJED (6) + X- (EV (6)1 
+8g[z (6)]， 
AXO, H EELA, ЖУ*(6) =У-(6). ШУ 在 全 平 
面 上 几乎 处 处 满足 条 件 


(4.55) V¿=z (Q {ALZ IV + BLIX (G) /ХС)Р} 
| +z (@){А[2(6)]Ф (6) + В[2(6) IBY 
+ CLz(E)]}/X(E), 


由 此 可 证 V(O 是 方程 (4.55) 在 全 平面 上 的 解 , 且 V(co) =0. 
只 要 方程 (4.55) 的 系数 在 点 a;，b;(j =0，1,…，N) 与 点 co 满 
足 一 些 条 件 ， 使 得 它们 均 РТВ. 根据 定理 1.11， 可 知 
(4.55) RAJEH У (6) = To (e (6) ELp,s(E)) 的 解 , 且 V (co) = 0, 
通过 (4.53), EA w(z) = УС IERE (2.1) 之 问题 C 的 
解 。 这 样 ， 我 们 便 得 如 下 的 结果 ， 

定理 4.6 对 于 一 阶 复方 程 (2.1)， 当 其 系数 在 z=0 与 
В) 的 不 动 点 处 满足 某 些 条 件 时 ， 则 

(1) Ч К = - (x+ т) /220 时 ， 其 问题 C 是 可 解 的 ， 
且 可 使 其 解 w(z) 在 z= 0 等 于 0。 

(2) 当 标 数 K<0 时 ， 其 问题 C 可 解 ， 但 其 解 w(z) 在 点 
z= 0 有 不 超过 |K|- 1 级 极点 ， 并 由 此 可 推出 w(z) 在 z=0 有 
界 的 可 解 条 件 个 数 <2|K| - 2, 


§5 Riemann-Hilbert 边 值 问 题 及 其 推广 


本 节 先 讨论 广义 解析 函数 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 
然后 讨论 更 一 般 的 Carleman 型 边 值 问题 。 这 里 不 妨 设 也 是 单位 
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N 
圆 内 N+1 连 通 圆 界 区 域 ， 其 边界 F= СГ, Tj= 4-2) 
iz 


=Y;jbj=0, 1N, P =Ts, = 4121 = 1。 因为 否则 ， 通 过 将 
一 般 N+ 1 连通 区 域 D (其 边界 TECi,0<kh< 了 DD) 共 形 映射 到 上 述 
N+ 1 连通 贺 界 区 域 G 的 单 叶 解析 函数 6= (2) 的 变换 即 达 要 
Ж. ЖЕ, = z(5)》 表示 б= 60) ИМИ, ву 是 
复方 程 (2.1) 在 区 域 卫 内 的 解 ， 记 W(6) = w[z(2)]， 由 于 
Wi = wa z (CE)， 那 么 便 知 W(E》 是 以 下 复方 程 在 N+1 连 通 贺 
界 区 域 G 内 的 解 ， 
W; = z (Q) {ALz(E)IW + B[z (0) JW + СГ206)1}, 


RRRA], OBO] 27 CE)C[z(6)] 在 @ 上 
满足 A(z)，B(z)，C(z) 在 万 上 类 似 的 条 件 。 


一 、Riemann-Hilbert 边 值 问题 的 提 法 
问题 A ” 设 复 方程 2.1) 在 区 域 D 上 满足 条 件 C, Hl 
(5.1) LrLA(z), р]<к, L;LB(z), DJ<k, LoLC(z), D]<k, 


这 里 p(>2)、k (220) 都 是 实 常 数 。 所 谓 (2.1) 的 Riemann- ` 


Hilbert 鲍 值 问题 即 求 〈2.1) 在 万 上 的 连续 解 w(z)， 使 它 满足 
边界 条 件 

(5.2) Re (KG) w(t)1= r(t), tET, 

RRAGA, ЖАСО) [= 1, XAG). r) 满足 

(5.3) Ca[AGt), Г) <1<оо, C.[r(t), T1<1, 0<a<1, 

这 里 a, 1 都 是 实 常数 ， 特 别 当 XA(t)=1， 上 述 问 题 A 就 是 
Dirichlet 边 值 问题 。 又 当 r(t) = 0 之 问题 АЕНА, 


数 K=. 直 Arargh(t) 称 为 边 值 问题 A 的 标 数 ， 当 >N 时 ， 


问题 A 的 解 不 唯一 ， 又 当天 <N 时 ， 问 题 4 不 一 定 可 解 。 因 此 ， 
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ИРЕ РРР: 


. 


АПР Е НИЯ В. ПИН Я GD Я 
(5.4) Ве [Ар = 0) +h(t), ЕР, 


其 中 
,0, ТЄР, КУМ. 


Вр СГ» 1<j<N-K 


} 0<K<N， 
(5.5) В =] 0, ТЕГ; N-K<j<N+1 


___+Е+2 
h;- Кес) > Ним], t€T; 0<j<N, 
m K< "w 


Ж Гы. e h;G=0, les №, Hn(m= 一 1 2K+2) 
都 是 待定 实 常 数 ，wn(z) А) нг AEE M (8.18) 
式 所 示 。 又 当天 这 0， 我 们 还 可 要 求解 w(z) 满足 如 下 的 点 型 条 
件 
(5.6) ImLXCai)w(aji)]= bjs 
з= 2K-N+1, WK>N, 
N-K+1,.%, N+1, 33. 0<K<N. 

ИЖ, а, 是 P, БЕВА, j=l, Nai(i=N+l… 2K-N 
+D ЖП ЕКЙ, 5;,0=1.--., 2K-N+1 都 是 实 常数 ， 
满足 
(5.7) Ibisi jE (p 
特别 当 X(t) = 1， 边 值 问题 B 就 是 变态 Dirichlet 问题。 又 把 当 
r(t) = 0，t ET 之 边 值 问题 B ЕВ В,. 

此 外 .我 们 还 可 将 边界 条 件 (5.4) 与 点 型 条 件 (5.6) 标准 
化 ， 正 如 书 [128]31》 第 五 章 81 中 所 述 ， 先 求 出 解析 函数 变 态 
Dirichlet 问题 的 解 S(z)， 满 足 边界 条 件 
(5.8) ReS(t)= S(t) -0(t), tET, ImS(1) = 0, 
其 中 
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(5.9) 800) = Pen aap 1ЄЁ,, 
| ' argÀ(t) + ател(#), t€T-To 


o= f” 1ЄГ,, 
93, tET;, j=l, №, 


Хл(2) = Пе- О 1=0, 1," №, 
=l 

而 6(i= 1,…，N) 都 是 实 常数 ， 记 5.0) = ImS(2), Ш z€ D, 

A 500) = 8,00) + 15,01) - 0(t), ЖЖ 

(5.10) 15,00) = ~ 1500) – 5,00) 1000), ЕЕГ, 

作 函 数 的 变换 

(5.11) W(z) =е®л(2)(а) = w(2 /A (2), z€D, 

那么 复方 程 C.D 转化 为 


= w A(z) С(2) 
(5.12) W. = А(2) М(2) + B К (2) + AG 


其 中 AG) = es/a), 而 方程 的 系数 仍 满足 类 似 的 条 件 C, 
即 


(5.13) Lo[A(z), DJ<k, {в 四 会 号 ,5 ]< k, 
С(2) 
лор <, 


НК, =К,(р, k, р) 而 边界 条 件 〈5.4) 与 点 型 条 件 6.0 
转化 为 
(5.14) RelA (0 W(t)]= R(t) + H(t), tET, 


(5.15) Im(A(apW(aj)]=B;, j€ (i), 
其 中 
(5.16) 4(bD = f t€r,, 

ei, t€T;, j=1,.…, М, 
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RG) r(e a =r ДАС). На) = ВС) ДАС), 
B;=|bj|/lA(a)1. € 地。 我 们 把 求解 复方 程 (5.12) 适合 边界 
条 件 (5.14)、 点 型 条 件 6.15) 之 边 值 问 题记 作 问 题 E。 ХМ 
R(t)=0, t€T, В,=0, j€ { 雪 之 问题 王 记 作 问 题 E。 

通过 复方 程 5.12) 之 问题 E， 我 们 可 以 给 出 复方 程 (2. 1) 
之 问题 B 与 问题 A 解 的 积分 表示 0128123, 31). 


二 、 复 方程 (2.1) 问题 B 解 的 估计 式 
定理 5.1 对 于 满足 条 件 C 的 复方 程 〈2.1)， 其 问题 B 的 解 
w(z) 满 足 估计 式 
(5.17) C,[w(2), DISM,, Тим», DI<M,, : 
这 里 6= тіп(а, 1-2/p), M;= Mj(p, К, а, 1, D), j= 1, 2, 
Е 设 w(z) 是 复方 程 (2.1) 之 问题 B 的 解 ， 由 定理 1.9， 
wa) 可 表示 成 
(5.18) (2) = Ф(2)е"9 +4(2), 
其 中 g(z)、y(z) 满足 估计 式 (1.17). (1.18)。 于 是 复方 程 
(2.1) 之 问题 B 的 解 w(z) 就 转化 为 解析 函数 满足 如 下 边 界 条 
件 与 点 型 条 件 之 问题 B 的 解 p (z); 
(5.19) Ве(А а)Ф()]= К) + На), t€T, 
(5.20) па (А@рФ(ар]=вВ,, j€ UY, 
这 里 
[А (В =) ет”, 
(6.20 | RCE) = {r(t) - Re AC yt) ев, 
H(t) = врет n, 
В, = {bj+ In[X (a) уба) етпе"), jE (y, 
WAG), RO), B, 满足 
(5.22) СГА), Г)<1, С.к), Tj<L, |В, jE Ü), 
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此 处 8= тіп(а, 1-2/p), b= 1,0, k, a, 1, D). 虽然 这 里 
BJ H(t) = h(t)e 8909 53 -5[128J31) 第 五 章 红 1 中 的 h(t) 有 所 
区 别 ， 但 使 用 类 似 的 方法 ， 仍 可 得 到 书 [128]31) 第 二 章 引 理 
2.1 一 引 理 2.3 ФК - 1 时 的 估计 式 。 
(5.23) С,ГФ(2), DJ<M, = М,(р, К, а, 1, D), 
由 (5.18), (1.17), (1.18) 与 上 式 ， 便 得 问题 B (KZ - 1) 
的 解 w(z) 满足 估计 式 (5.17). 

2К+2 


HRK- 10}, 1010) = У) Ным (2), MUJ 
1 


me- 


(5.24) W(z) = [w(z) — $(2) + I(z)]z K —1 
是 复方 程 


z\ EK! 
6.25) Мали) +B (D (Z) WD 


于 区 域 D 内 的 解 ， 满 足 边 界 条 件 
(5.26) КесА, WD= В) +, tET, j=0, 1,---, N, 


其 中 RO 如 (5.21) RIHAR, A(t) = 和 A(t)/z*i-! 的 标 数 等 
于 ~1，h;(0<j<N) 都 是 待定 实 常数 。 类 似 于 前 面 当 K= -1 

时 间 题 B 的 解 的 估计 式 ， 便 知 W(z) 满足 估计 式 

5.27) CasLW(z), DI<M,, ГИУ, DJ<M;, 

这 里 Mi = Му, k, а, l, D), j= 4, 5. В: #J м.б) 
是 复方 程 G.25) ИЗЕЙЖИ ХЕ, ЭН 3.8， 可 
证 ICz)z к-а 

(5.28) Са) zi-1， 万 ] 入 Ms，Ln[(I(zD)ziki-D0 2 DI<M,, 
此 处 Mi = Mi(p，k，c，1，D)，j= 6，7。 因 而 可 导出 估计 式 

(5.17). 

为 了 证 明 复 方程 (2.1) 之 问题 B 的 可 解 性 ， 我 们 还 需要 以 

‚та. 
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3185.1 如果 将 条 件 C 中 的 LsLC(z)，D]<K 与 边界 条 件 
(5.4), (5.6) 中 的 Се, TISI, < 
(5.29) LEC), DJ<k,, Caira), TJ<k,, |b;|<k,, 
这 里 k, ЕЕ Ла C.D 之 问题 B 的 解 w(z) 满足 
估计 式 
(5.30) Clwt), DJ<M,k,, Lotws, DJ<Mk,, 
其 中 Mi = M;(p, К, а, 1, D), ј=8, 9. 

证 先 考虑 ks>0, 令 W(z)=w(z)/k,， 则 W(z) 是 复方 
程 
(5.31) W; = A(z2)W + B (z2)W (2 + C(z) /k, 
于 区 域 D 内 的 解 ， 满 足 边界 条 件 与 点 型 条 件 
(5.32) Re[X(O W(t)]= (в) /k,+ п), tET, 
(5.33) Im (À (aD W(aj)]= bj/k,, jE Oy, 
由 于 
(5.34) 151602) /к,, р]<1, Сак) /ks, T1<1,|b;/k,|<1, 
根据 定理 5.1， 可 得 W (2) 所 满足 的 估计 式 
(5.35) C,[W(2), DJ<M,, L[W;, DI<M,, 
由 上 式 即 得 w(z) = k,W(2) 所 满足 估计 式 6.30). 

Mk= 0, HDC(2)=0, ZED, (0) =0, t€T, b;=0, 
jE { 让 。 容 易 看 出 ， 用 任意 小 的 正 数 е 代替 k,, (5.30) 式 成 立 ， 
让 220, ЦЗ К, = 0 时 的 《5.30) R 


=, SAE C.D 问题 解 的 存在 唯一 性 

为 了 证 明 复方 程 (2.1) 问题 B 解 的 存在 唯一 性 ， 我 们 先 证 
明 如 下 引 理 ; 

引 理 5.2 设 w(z) 是 复方 程 (1.1) 之 问题 Bu( 无 点 型 条 件 ) 
在 闭 区 域 万 上 的 非 零 解 ， 又 标 数 K> - 1， 以 No 与 Nr 分 别 表 
RWO) 在 D 内 与 T 上 的 零点 个 数 ， 则 有 
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(5.36) 2Np+ Мг = 2К. 

证 根据 定理 1.1，w(z) 可 表示 成 
(5.37) wz) = Ф(2)е°, 

这 里 pg(z) ED Ш, Яе" 2-0, 26р, kwa 
在 万 上 的 零点 与 解析 函数 ФО) 的 零点 相同 ， 又 边界 条 件 ， 
(5.38) Ве[^()\(1)1=1(), t€r, 

可 转化 为 ФО 所 满足 的 边界 条 件 

(5.39) Ке[А, (0) Ф020) ]= eht), t€T, 

Нл, (В = AGte-Re%5, |А (t)|= 1, eRee0.20, t€T, iË, 
与 书 [128]23) 第 五 章 定理 2.2 的 证 明 一 样 ， 可 知 对 于 解析 函数 
中 (2)， 公 式 (5.36) RZ 因而 对 上 述 函数 w(z), 也 有 (5.36) 
式 。 

定理 5.2 ”对 于 满足 条 件 C 的 复方 程 (2.1)， 其 问题 B 的 解 
是 唯一 的 。 

证 w), wa) 是 (2.1) 之 问题 B 的 两 个 解 ， 则 
wa) 是 方程 (1.1) 之 问题 В, 的 解 。 假 如 w(2) 夫 0， 当 z6E 万 ， 
则 由 表示 式 〈5.37)， 可 知 Ф(2)5Е0, 26р, Hwa) 所 满足 的 
边界 条 件 6.39 与 点 型 条 件 


(5.40) Im (X (ap w(aj)J= 0, jE 4} 
可 转 为 解析 函数 多 (z) 所 满足 的 边界 条 件 6.39 与 点 型 条 件 
(5.41) то (а) Ф(а;)]= 0, j€ 40). 


与 书 [128]23) 第 五 章 定理 2.3 的 证 明 那 样 ， 当 天 > - 1， 可 推出 
FE, ЯМ p(z)=0, w(z)=0, Blw(z)=w,(z), z€ D. 
3 K<-1, w(z2) 满足 边界 条 件 6.38), ЖА) = 


2K+2 


—-Re[X(0)100J, IG)= УН, (0) 是 已 知 函数 ， 而 函数 


W(z) = [№(2) + 1201281 ЕН 05.25) FKR D 内 的 解 ， 
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在 万 上 连续， 且 满 足 边界 条 件 

(5.42) Re[X (OW(0D1=0, tET. 

ТО ACE) = АС) /2 К 的 标 数 为 -1。 由 前 面 已 证 天 = -1 时 的 结 
ML, ИГ W(z)=0, z€ D. МАШ В 12) =0, w(z2)=0, B 
Wi(z) 三 W,(z)，zED。 这 就 证 明了 复方 程 C.D 之 问题 B 解 的 
唯一 性 。 

定理 5.3 在 定理 5.2 的 条 件 下 ， 复 方程 (2.1) 之 问题 了 
TEARM wa). 

证 ”我们 使 用 参数 开拓 法 ， 先 考虑 标 数 K> -1 时 带 参数 
《(0<e<1D ВЯ 
5.43) ж-е] (м) = F(z), f(w)= A(z)w+ BGz)B, 

其 中 F(z) ELp(D)，p>2， 当 e=0 时 ， 复 方程 (5.43) 之 问题 
B RHR (2) = Ф(2) +o), ф(2) = TF, НН Фа) 是 区 域 D 
内 的 解析 函数 ， 在 万 上 连续 ， 满 足 边界 条 件 与 点 型 条 件 。 
(5.44) Re[X(t)*(t)l= r) – ReTXt) P(t)I+ А0), tET, 
(5.45) т Гар Ф(ар1=ь,- т apela], i€ GY. 

〈 见 书 L128]31)》 第 五 章 定理 3.3 定理 4.3 及 定理 4.6,) 

设 s= sol(0<eo<1) 时 ， 复 方程 (5.43) 之 问题 B 可 解 ， 
我 们 可 证 ， 存 在 与 am 无 关 的 正 数 0， 使 得 对 le- eol<o 且 
0 入 se<1 中 的 se， 复方 程 〈5.43) 之 问题 B 可 解 ， 这 可 仿 定 理 
1. И 的 证 明 来 作 ， 只 要 取 那 里 的 ws(z) = ФО) +TF， 其 中 四 (2) 
如 前 所 述 ， 并 且 有 相应 的 函数 序列 {w(x)} ， 满 足 边 界 条 件 与 点 
(5.46) Re[XG(tw,(t)]=r(t) + h(t), tET, 

(5.47) Іт [А (а)? (а;))= bj, Е}. 

而 wa, (z) – wn(z) 是 复方 程 

(5.48) (мп. а) г Eof Она = Wn) = (е Eo) f (Wn — М) 
在 区 域 D 内 的 解 ， 满 足 边 界 条 件 与 点 型 条 件 
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(5.49) Ке [CD wa a (t) — wa(t)) 1= А00), 1 ET, 

(5.50) Іт [K (ap Су», (ар = w.(a))1= 0, jE ü). 

X (е-е) (ип 一 wn-!) 满足 

(5.51) Lalle- во) (а, - ма), DJ<2Ie— eol kCal Wa 
-wr DJ, 

使 用 引 理 5.1， 可 得 

(5.52) Ce[Wwnri— Wn, D1<2|e — sojkMsCe[w- ма, D], 

其 中 M, k: (5.30) 中 的 常数 ， 选 取 8= 1/4(kMs+1)， 则 仿 定 

理 1.11 的 证 明 ， 可 证 ， 当 |e- el<，0<e<1， 复 方程 (5.43) 

之 问题 B 存在 着 解 w(z)。 这 样 , 从 e= 0 可 依次 推出 当 se= 0,…， 


(3), 18838 (6.49 之 问题 3 可 解 ， 特 别 当 e= 1，F(z) 


=C) 时 复方 程 6.43 即 复方 程 (2.1) 之 问题 BB 是 可 解 的 。 
К< - 1， 则 可 把 求解 复方 程 (2.1) 之 问题 B 的 解 
wa) 转化 为 求解 复方 程 (5.25) 适合 边界 条 件 (5.26) 之 问题 
B(K= - 1) 的 解 ， 由 前 面 已 得 的 结果 即 知 ор 之 问题 
B(K< - 1) 是 可 解 的 。 
由 以 上 定理 ， 可 得 复方 程 (2.1) 之 问题 A 的 可 解 性 结 果 。 
定理 5.4 REDE C.D 满足 条 件 C， 
D МКМ, REN A BRW) 可 表示 成 


1 
(5,53) м(2) = Wo(z) + Ylcom) (2), 
kel 


这 里 wlz) 是 (2.1) 之 问题 4 的 一 特 解 ，J= 2K-N+1l， 
№*(2) (к= 1,5, Л Я AD 之 齐 次 问题 A, 的 线性 无 关 解 的 
完全 组 

D 当 0<K<N， 其 问题 A4 有 NK 个 可 解 条 件 ， 当 这 些 
条 件 成 立时 ， (2.1) 之 问题 A 的 通 解 w(z) 可 表 成 (5.53) sÇ 
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Juri J= K+ 1; 

(3) М K<0 时， 问题 A 有 -2K+N-1I 个 可 解 条 件 。 

证 (D 当 K>N 时 ， 用 wun(Z)(m=1,…，2K-N+1) № 
示 复 方程 (1.1) 之 问题 B, 的 解 ， 满 足 点 型 条 件 
(5.54) Im [K(aqyws(a1= bs = f ° jm 

0, ет, 
j, m=1,.…, 2К-М+1. 

易 知 它们 线性 无 关 。 以 we(z) 表示 (2.1) 之 问题 A 的 一 特 解 ， 
则 w(z) - we(z) 为 《1.1) 的 问题 A 的 解 ， 记 
(5.55) с; = Іт (aj) (ал) - w. (a;)1, 


由 定理 5.2， 可 知 


了 
(5.56) м(2) – wo(z) = Dcnwn(z), 


mel 


这 里 了 = 2K-~ N+ TI， 从 上 式 即 得 (5.53)。 

(2) 当 0<K<N, 将 (2.1) 之 问题 了 的 解 w(z) 代入 边 
界 条 件 6.4), ШВ =В,=0, ]=1, …N-K， 则 w(z) 也 
Jë (2.1) 之 问题 4 的 解 ， 这 表明 问题 4 有 N- 天 个 可 解 条 件 。 
当 这 些 条 件 满足 时 ， 复 方程 (2.1) 之 问题 A 的 通 解 w(z) 具有 
形 如 (5.53)(J=K+1) 的 表示 式 ， 可 仿 K> N 的 情形 来 证 。 

O 当天 <0 时 ， 将 (2.1) 之 问题 B 的 解 w(z) 代入 到 边 
Я G.D, ЖИ, =0(=0,1, ---,М№),Ни=0(т= ~ 1, =, 
3К-2). И (2) 也 是 问题 A 的 解 ,这 表明 问题 4 有 -2K+N-1 
个 可 解 条 件 。 

WEK (5.5) 当天 <0 时 的 条 件 改 为 

phi ТЕГу, і=1,--, N, 
А еде (НЕ но", t€r,, 


m=1 
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其 中 (j=0，1,…，N)，H#(m=1,…，|K|-1) 都 是 待定 实 
常数 ， 复 方程 C.D 经 修改 后 之 问题 日 记 作 问题 B.. 

在 书 [128]31) 第 五 章 中 ， 我 们 已 得 到 了 复方 程 (2.1) ZÍ 
Bi B, 的 可 解 性 结果 现 令 述 如 下 ; 

定理 5.5 在 定理 5.4 的 条 件 下 ， 复 方程 (2.1) 之 问题 B, 
存在 唯一 解 ， 且 此 解 w(z) 满足 估计 式 6.17. 


四 、Carleman 型 边 值 问题 
最 后 我 们 简略 地 介绍 复方 程 (2.1) 的 Carleman 型 边 值 问题 
C+， 即 求 复方 程 (2.1) 在 闭 区 域 万 上 的 连续 解 w(z)， 使 它 满 
足 边界 条 件 
(5.58) w[8(D]= GA) w(t) + g(t), tET, 
其 中 B(t) 是 把 卫 同 胚 映射 到 自身 的 正 位 移 , вО 具有 不 动 点 
ojETi， j=0, 1e, N, BO), GO), 8D 满足 条 件 
С.В), Г]<1, POLS, 0<а<1, 1<1<co, 
(5.59) | 60) %0,С,6(0),Г)<1,С,1800),Г1<І, 0<0<1, 
BL8(t)]=t, G(t)G[8(t)]= 1, 
G(t)g[LB(t)J+ 60) = 0, tET, 


Am В) = t, О) у", КО = 8/2, ВА 


(5.58) 可 写成 
(5.60) Re ГАС) w(t)]J= r(t)，tEr， 


这 就 是 形 如 (5.2) 的 边界 条 件 ， 但 入 (t)、r(t) 在 TT 上 可 能 有 一 
些 第 一 类 间断 点 。 

为 了 讨论 复方 程 (2.1) 之 问题 C, 的 可 解 性 。 我们 提出 相 
应 的 适 定 变态 边 值 问题 Ch。， 即 将 边界 条 件 (5.58) 改 成 为 
(5.61) w[BG(DJ=G(t) w (D +8(t) + H(t), tET, 
其 中 H(t) =G(th(t) - h(t), 
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0, t€T. KK= - 荆 ArargG(D>N-1， 

(9 4л 

ihi, t€Ty, ј=1, 

реу | о<к<м-1, 

(5.62) h(t)= т А 1 

O tErsj=N-K'+1, [к š (x+) 

e, N+1 

dhi, t€T;, j=0, 1,--, N, K<0 
这 里 pi(i= 0，l1,…，N) 都 是 待定 实 常数 ,不妨 设 Kj= 
TFAA G= 1,55, No МА 不 是 整数 ,而 Ki(j = N+ 1, 


…，N) 是 整数 当天 这 0， 还 可 要 求解 w(z) 满足 如 下 的 点 型 
条 件 


ss 5 
ReG а; мук’) Wairn- No-x’) 
=b;, j=1,--[K1+1, K'<N- М, 


Веб (aj) *w(aj) = b;, 


Ase, NON + 1, 
j=(K.= [K]+1-N+N, 
u= fl К.К, корм, 
в 10, к. жий, 
Кем (а) =0;, j=N- Net I+ 1, + 
М-№+1+[К,/2], 


Imw(a =b; ` N+ I+ [К,/2] 
+1, . [К]+1, 


Ве бара) =bi,j=1,.,N-N, 


| +1, 1-1 К. 是 奇数 
\ 0, К, 是 偶数 
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Rew(ai) -bj j= № №+1 


| xs og | 
жау, м МЕ СКЕ] | K*= 2K 


\-2N+ )K>N-1, 
Imw(ai) = 6, =М- № +1 [nea j 


+[K*/2]+1,,2K-N+1 / 
其 中 ajETirwo = 1,5, М-М№+1, а) =М- № +141, 
М- N+ I+ [K*/2] 是 了 内 不 同 的 点 。 当 天 <0 时， 则 允许 解 在 
z=0 有 不 超过 K - 1 级 极点 。 
我 们 先 证 解析 函数 的 问题 C, 存在 唯一 解 ， 并 给 出 复方 程 
《2.1) (满足 条 件 C ) 之 问题 C4 的 解 w(z) 所 满足 的 估计 式 ， 再 
仿 定理 5.3 使 用 参数 开拓 法 证 明 (2. 了 之 问题 C; 解 的 存在 唯一 
性 ,进而 导出 〈2.1) 之 问题 C, 的 可 解 性 结果 ( 见 文 [C128]15))。 
定理 5.6 设 复方 程 C.D 满足 条 件 C， 则 其 问题 C4 的 解 
是 存在 唯一 的 。 又 其 问题 Cs 的 可 解 情况 如 下 : 
D 当 K>N -1， 其 问题 C+ 是 可 解 的 ， 其 通 解 w(z) 包含 
有 2K -N+ 1 个 任意 实 常数 ; 


(2) 40<K<N-1, 问题 C, 有 N-K'(K'= (K+ 3)) 


个 可 解 条 件 ， 当 这 些 条 件 满足 时 ， 其 通 解 w(z) 包含 有 [Kl+1 
个 任意 实 常数 ， 

(3) 3 K<0, НС, -2K+ N11 个 可 解 条 件 。 

特别 ， 当 B(t) =t, RO= iGO), Ко = 0 g(t)/2, 
则 可 得 到 复方 程 〈2.1) 之 间断 Riemann-Hilbert 边 值 问题 的 可 
解 性 结果 。 Ы 

对 于 复方 程 GQ.) 更 一 般 的 复合 边 值 问题 的 有 关 结果 ， 可 
##X[128115). 


* 176 • 


_ 第 四 章 “二 阶 梢 圆 型 方程 


在 书 [128]31) 第 一 章 $2 中 ， 已 将 平面 区 域 了 上 一 般 的 二 

阶 线性 一 致 酉 四 型 方程 

(0.1) qux<+ 2bux;- Си, + dux + euy+ fu = g 

Сша, b, с, d, е, f, g 都 是 也 内 点 (x, y) М, а, 
b, cEWD), d, e, f, g€ L. (D), р>2) 都 可 转化 为 形 如 下 
的 标准 形式 的 方程 

(0.2) uxvv+tu,=auxe+au,+au-+a,s, 
“ 它 可 写成 如 下 的 复 形式 

(0.3) и,ғ= Re[A,(z)u,]+ A,(z)u + A(z), 


Rh ugs Hustu], A= Hatia) As Та» A, 


= за. ЗФ, ЗИНО 〈0.3) 在 区 


域 卫 内 解 的 性 质 与 一 些 边 值 问题 ， 这 里 设 (0.3) 的 系数 满足 

(0.4) An An A,C Ly(D) È Loa D) CDER) 

而 方程 (0.3) 在 D 内 的 解 w(z) 都 是 指 在 D 内 连续 可 微 的 正则 解 ， 
它 在 D 内 属于 Dzz， 且 几乎 处 处 满足 方程 (0.3)。 我 们 所 说 解 的 
性 质 就 是 指 它 的 极 值 〈 最 大 值 、 最 小 值 ) 原理 ， 表 示 式 以 及 解 序 
列 的 凝聚 原理 。 本 章 中 ， 我 们 还 将 讨论 方程 (0.3) 的 第 一 
(Dirichlet) 边 值 问 题 ， 第 三 〈 正 则 斜 微 商 ) 边 值 问题 以 及 
poincaré 边 值 问题 。 
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$1 二 阶 李 贺 型 方程 解 的 极 值 原理 


大 家 知道 ， 平 面 区 域 D 内 的 调和 函数 在 D 内 不 能 达到 最 大 
值 和 最 小 值 ， 除 非 此 调和 函数 是 一 常数 。 对 于 二 阶 椭圆 型 方程 
(0.3)， 只 要 其 系数 满足 某 些 条 件 ， 它 在 区 域 D 内 的 解 也 具有 
类 似 的 性 质 ， 这 就 是 所 谓 二 阶 椭圆 型 方程 解 的 极 值 原 理 。 极 值 原 
理 有 着 重要 的 应 用 ， 也 可 用 它 证 明 方程 (0.3〉 一 些 边 值 问 题解 
的 唯一 性 . 

为 讨论 方便 ， 并 不 失 一 般 性 ， 本 章 中 我 们 均 认为 卫 是 z 平 
面 上 单位 圆 内 的 有 内 区 域 ， 且 把 二 阶 椭圆 型 方程 〈0.3) 改写 成 
(1.1) Lu=u;-Re[A,(z)u,J- A,(z)u = А, (2), 

WR a.D 的 系数 满足 

(1.2) LA), р]<к<оо, ;=1, 2, 3, р>2, 

这 里 p, 都 是 实 常数 ， 则 称 方程 O.D 满足 条 件 C。 又 若 系数 
Аб) 在 D 上 几乎 处 处 满足 

(1.3) A,(2)>0, 

则 把 这 样 的 条 件 C 记 作 条 件 C. 我 们 还 把 在 D 上 几乎 处 处 满 
J 

(1.4) A,(2)>0 5 A,(z) <0 : 

的 条 件 C, 分 别 记 作 条 件 C; 与 条 件 Cs， 如 果 方 程 ар 的 系 
数 Aj(z) (j= 1，2，3) 在 闭 区 域 万 上 连续 ， 这 样 的 条 件 Ct 与 条 
件 C 分 别 记 作 条 件 C* 与 条 件 QG-。 下 面 先 讨论 连续 系数 情形 下 
的 二 阶 方程 (1.1》 解 的 极 值 原理 ， 然 后 再 导出 可 测 系数 情形 下 
ъв а.) 解 的 极 值 原理 。 


一 、 连 续 系 数 的 二 阶 方 程 解 的 极 值 原理 
5381.1 its 是 圆 域 : |z- zl<R(<ce)， 又 方程 A.D 
v178 ， 


在 5 上 满足 条 件 C*， 以 &(2 表 示人 (1.1 在 5 上 连续 可 微 且 在 s 内 
具有 二 阶 连续 偏 微 商 的 解 ，u(z) 在 点 z,EL= 4|2- 2,|= Кн ЗЕ 
负 的 最 大 值 ， 且 kw(zD>4(z)， 当 zEs， 则 沿 工 在 点 2 的 1 方向 


(1 与 工 在 五 的 外 法 线 于 的 交角 < 于) 的 极限 


ди у. иб) ~ UZ) 
(1.5) р = а TETA! >0. 


zel 
Е 我们 引入 辅助 函数 
1.6) V(z)=e-" eR, y=|z- |, 
其 中 a 是 待定 的 正常 数 。 易 知 在 s 内 V(z)>0， 而 在 边界 工 上 
У(2) = 0。 经 过 直接 计算 ， 得 
(1.7) LV=e-"{-atar:+aReLA(z —z)]}- Ay. 


选取 正常 数 4 足够 大 ， 则 知 在 四 环 : в, = {8 2-а <R} 上 ， 


就 有 LV>>0。 作 函数 
(1.8) w(z)=u(z)-u(z) +2У(2), ZES, 


只 要 取 正常 数 。 充 分 小 ， 便 可 使 w(z) <0， 当 jz- zl= 县， 又 
мб) <0， 当 7=R 时 。 现 在 要 证 


W(z)<0, 4265, 
T [R 


假如 不 然 ， 则 在 18 |е ак), ВНЕ На, № 
Wz) 在 8, 取 到 正 的 最 大 信 ， 根据 二 元 函数 W(z) 在 z= 及 达 
到 极 大 值 的 必要 条 件 ， 知 在 此 点 
И. $(W- iW) =0, Маа = TW. +W) <0, ， 
又 -AsW<0， 因 此 LW<0。 然 而 从 (1.8)， 有 
179 + 


(1.9) LW = Lu(z) - Lu(z,) + #120, Ш 2Е $, 
EFAA W (z) 不 能 在 S: 内 达到 最 大 值 ， 即 在 上 有 
W(z)<0, ВИЖ 

ulz) ~ u(z)> #V(z) = ФГУ (2) -У(2,) 1, 
从 上 式 便 可 得 到 ， 当 z 沿 着 工 在 点 z 的 外 法 线 方向 趋 于 zi 时 ， 
就 有 


ди m Ulz) —u(z) у. ELV(z) - V(z)1 
(1.10) ЕЛ Hm [z- z, =m |z- 21| 


=- eo = 2eare“2*>0, 


以 1 表示 如 引 理 1.1 中 所 述 的 向 量 ， 则 有 cos(l，n)>0， 
cos(1，s)>>0， 这 里 3 是 工 在 点 z 的 一 个 切 向 量 ， 且 在 点 Zz， 


28.0, 因而 由 (1.10) 可 得 (1.5) 式 ， 即 


ди _ ди ди 
(1.11) -5г = mb n) + 2576080, s)>0. 


使 用 这 个 引 理 ， 不 难 证 明 方程 (1.1) 如 下 的 强 最 大 值 原 
理 ， 

定理 1.1 设 二 阶 方程 A.D AKR D 内 满足 条 件 C+， 又 
иб) ЖЖ (1.1) 在 了 内 具有 二 阶 连续 偏 微 商 的 古典 解 ， 那 
2, u(z) 在 了 内 不 能 取 到 非 负 的 最 大 值 ， 除 非 x(z) 是 常数 。 

证 假如 函数 4(z) 在 区 域 了 内 一 点 z, 达到 非 负 的 最 大 值 ， 
Нн) 不 是 常数 。 设 瑟 是 函数 wx(z) 在 万 上 取 到 非 负 最 大 值 的 
闲 点 集 ， 易 知 ED， 因 此 必 存 在 一 点 ZED, иб) <u(zi), 
Хр, T)2p(zo Е)>0, И рб, Г), ра, E) 分 别 表 
示 点 到 了 的 边界 了 与 点 加 到 瑟 的 距离 。 以 点 为 为 心 作 图 
5= (l|z-z]|<RI, БАЗЕ, Bs 与 工 不 相交 。 由 于 
AADIK, Wg 
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u; Ga) = + [us (zo) -iuy(za)]= 0, 


这 与 〈1.5) 式 矛 盾 ， 此 矛盾 证 明了 иб) 不 能 在 D 内 取 非 负 的 
最 大 值 ， 除 非 &(z) 是 常数 。 

定理 1.2 RYE ар EKR D KWE ЖС, ХИ 
u(z) RK O.D 在 D 内 具有 二 阶 连 续 偏 微 商 的 古典 解 ， 那 Z 
и(2) 在 了 内 不 能 取 到 非 正 的 最 小 值 ， 除 非 x(z) 是 常数 。 

证 令 v(z)= -&(z)， 易 知 它 是 方程 
(1.12) v2- Re[A,(z)uJ- А,(2)о= - А, (2) | 
于 区 域 D ди, Hp- A220, 26р, ИНН Е FE 1.1 
д 002) 不 能 在 D 内 达到 非 负 的 最 大 值 ， 除 非 0(z) 是 常数 ， 因 
而 w(z) = ~v(z) 不 能 在 D 内 达到 非 正 的 最 小 值 ， 除 非 w(z) 是 
常数 ， 

从 以 上 引 理 和 定理 的 证 明 可 以 看 出 ， 如 果 条 件 C+ 与 条 件 C- 
中 的 系数 4:(z) = 0， 此 时 АМ 三 9， 这 样 便 有 如 下 的 强 极 值 原 
EH, 

推论 1.1 (D 对 于 在 区 域 了 内 满足 条 件 C+ 且 4:(2) 三 0 
的 方程 (1.1)， 它 在 DD 内 的 古典 解 u(z) 不 能 在 D 内 达到 最 大 
值 ， 除 非 w(z) 三 常数 。 

(2) 对 于 在 区 域 了 内 满足 条 件 C- 且 4:(z)=0 的 方程 

(1.1)， 它 在 了 内 的 古典 解 &(z) 不 能 在 D 内 达到 最 小 值 ， 除 

非 V(zZ) 王 常数 。 

还 应 指出 ， 对 于 定理 1.1， 条 件 Ct 中 的 A,(z2)20 ВЖЕ 
少 的 。 例 如 二 阶 方程 


(1.13) ини 0, EFlu,e+uy+2u=O0, 


对 照 方程 Q.D 的 形式 ， 这 里 Az) -= -去 <0， 当 zED 
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={0<х-<л, 0<у<л}, ША (1.13) 在 万 上 具有 古典 解 
и= sinxsiny， 它 在 区 域 D= {0<х<л, 0<у<л} KJE, BE 
DD 的 边界 TT 上 等 于 0， 即 在 DD 内 取 到 非 负 的 最 大 值 ， 但 又 不 是 常 


二 、 可 测 系数 的 二 阶 方程 解 的 极 值 原理 

为 了 证 明 可 测 系数 的 二 阶 方程 1.1) 解 的 强 极 大 值 原理 ， 
我 们 要 先 证 明 几 个 引 理 。 

引 理 1.2 对 于 满足 条 件 C* 的 二 阶 齐 次 方程 
(1.14) u; — Ве[А,(2)и.] = 0, 

以 wu(z) 表示 它 在 区 域 D 内 的 解 ， 则 wu(z) 在 D 内 既 不 能 取 到 最 
大 值 ， 又 不 能 取 到 最 小 值 ， 除 非 w(z) 二 常数 。 

证 设 w(z)=w:， 则 实 值 函数 u(z) 在 了 内 几乎 处 处 满足 
的 二 阶 方程 (1.14) 转化 为 复 变 函数 wa) 几乎 处 处 满足 的 一 阶 
椭圆 型 复方 程 
(1.15) wz— Re[A,(z)w]= 0, 
根据 第 三 章 定理 1.1， 复 方程 〈1.15) EKR D 内 的 解 可 表示 成 
(1.16) м(2) = Ф(2)е"2, ф(2) = Тв, 8(2) ELp( 万 )。 

由 第 三 章 定理 1.3， 如 果 &(z) 在 D 内 不 是 常数 ， 那 么 w(z) 在 
D 内 的 零点 是 孤立 的 。 由 此 推出 ， 若 w(z) 在 DD 的 内 点 如 达到 
极 值 〈 极 大 值 或 极 小 值 ), 则 在 此 点 ， и: Eus- Ш 0, 由 于 
w(z) =u; ФАННИ, Жи) 在 了 内 的 极 值 点 也 是 孤立 
的 。 以 工 表示 4(z) 在 点 z 邻 域内 的 一 条 连续 可 微 的 等 值 线 

Qordan HHR) 其 内 部 区 域 包含 点 z。。 以 s 表示 工 的 切线 正 


方向 a 是 s 与 x 轴 的 交角 ， 则 


(1.17) -Z = 0=uscosa +uysina= (и, +uz)cosa - 


Киз — изата = кт), + М2) из = 2ReL AC) u] = 2Re[X (25 W], 
，182 。 


其 中 Xz) = сова + isina = ee 只 要 等 值 线 工 与 点 2 足够 近 ,就 司 
EFH Ewa) =u:=0, Fi (1.16) 与 书 [128]31) 第 五 章 定 
理 2.2 的 证 明 ， 可 从 (1.17) 导出 


(1.18) -1= —LBarg)(z) = -LAarg®(z) 
2л 2л 


1 
= À (z). 
z Largw(z) 


然而 由 (1.16)， 并 根据 辐 角 原理 ， 可 得 


Д Arargw(2) >0. 
2л 


此 矛盾 证 明了 иб) 不 能 在 区 域 D 内 达到 极 值 ， 除 ЗЕ иб) = W 

引 理 1.3 对 于 区 域 D 上 满足 条 件 C; 的 二 阶 非 齐 次 方程 
(1.19) из - КеГА, (2)и,]= A,(2), 
иб) 表示 它 在 闭 区 域 万 上 连续 的 解 ， 则 w(z) 在 万 上 的 最 大 
TAE D ART 上 达到 。 

证 ”如果 我 们 能 证 明 在 区 域 了 内 任 一 闵 园 kua 的 最 大 
值 在 s 的 边界 工 上 达到 ， 那 么 就 可 推出 引 理 1.3 的 结论 是 正确 
М. 不妨 设 s 是 单位 圆 |z<1， 因 为 这 可 通过 自 变量 z 的 线性 变 
换 即 达 要 求 。 我 们 还 可 取 方程 序列 
(1.20) и, – Ве [А{"(2)и.] = AS (z) (п= 1，2…) 
ШЯЖЖА!” (2), А) 均 在 s 上 连续 可 微 ， 且 满足 
ГА)” (2), s]<k<co, p>2, }=1,3,А{"(#)>0, ХҸп-оо 
HF, LyLA;"” (z) - Аз), s]—0, ј=1, 3. LRR ЖА!” (2), 
AP (2) 的 存在 性 可 由 书 [109] 得 知 。 然 后 由 第 三 章 定理 5.3， 可 
从 方程 序列 (1.20) 分 别 求 4 Dirichlet 边 值 问 题 的 解 Wn(z) 
=Unz， 使 在 边界 工 = {jz| = 1} 上 有 
(1.21) Rewn(z) =Веи., Іти, (1) = Imu;,(1), n= 1，2，…。 
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根据 第 三 章 定理 5.1, w) 满足 估计 式 

(1.22) Ca[w,(z), s]<M,=M,(p, k, uz), 

RE 8= B(p) 是 一 正 的 常数 。 由 第 三 章 定 理 3.6， 可 知 能 从 
{wn(z2)} 选 取 子 序列 在 上 一 致 收敛 到 w(z) =u HU 

(1.23) Wn(2) =u(1) + 2Ref w, даг 

ES 上 一 致 收敛 到 z 

(1.24) u(z)=u(1) +2Re (2) dz, 

由 于 方程 〈1.20) 满足 条 件 C*， 从 推论 1.1 得 知 tn(z》 在 
S 上 满足 强 最 大 值 原理 ， 由 此 可 推 知 ， 方 程 (1.19〉 的 解 u(z) 
ES 上 的 最 大 值 在 * 的 边界 工 上 达到 。 这 样 便 可 导出 本 引 理 的 
ж. 

上 述 引 理 称 为 方程 〈1.19) 解 的 弱 最 大 值 原理 ， 下 面 再 证 明 
强 最 大 值 原理 。 

引 理 1.4 在 引 理 1.3 的 条 件 下 ， 方 程 〈1.19) EKR D A 
连续 的 解 w(z) 不 能 在 D 内 达到 最 大 值 ， 除 非 4(z) 二 常数 。 

证 Binu) 在 DD 内 达到 最 大 值 M， 又 u(z) 才 常数 ， 则 
我 们 总 可 在 DD 内 找到 点 4 与 贺 5= {jz~-zl<e} (e>0)， 使 
u(z) =М, Н 2,65, XE L={]z-z| =e} k, u2) 的 最 大 值 
M 与 最 小 值 m 不 相等 ， 即 m<M。 在 s 上 ， 我 们 求 出 方程 (1.19) 
的 齐 次 方程 (1.14) 的 Dirichlet 问题 的 解 w(z)， 使 在 5 的 边 
FLE, u2) =u(z)《 这 可 先 求 出 方程 (1.15) 在 5 上 的 
Dirichlet 边 值 问题 的 解 w(z)， 适 合 边界 条 件 

Rew(z) = Reu;, Imw(z, + e) = Imu,(z, + €), 


而 
u (z) =u(z;+ =) + 2Ref w(z)dz 


就 是 前 面 所 要 求 的 解 wo(z))。 根 据 引 理 1.2, 在 s иб) <М, 
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又 由 引 理 1.3， 方 程 〈1.19) 在 s 上 的 解 &(z) -uo(z) 满足 弱 最 
大 值 原理 ， 因 此 在 s 内，u(z) 过 to(z)<M， 此 矛盾 证 明了 引 理 。 
现在 我 们 来 叙述 和 证 明 二 阶 方程 (1.1) 的 解 的 强 最 大 值 原 
理 。 
定理 1.3 RINDE A.D 在 区 域 D 内 满足 条 件 C#， 以 
и(2) 表示 它 在 D 内 的 正则 解 ， 则 uw(z》 在 了 内 不 能 达到 正 的 最 
KE, Еи) =. 

证 假如 4(z) 在 区 域 了 内 的 一 点 zi 达到 正 的 最 大 值 ， 则 
在 点 2 足够 小 的 邻 域 s ру, иб) 20. НРУ G.D 可 改写 
成 
(1.25) из - КеГА, (2)и,]=А(2), 

其 中 4(z) = А,(2)и+ As(z) 宇 0， 因 此 从 引 理 1.4,4(z) 在 s 内 的 
点 如 达到 最 大 值 ， 所 以 wlz) =, НЕ ЗЕЯ, 在 区 域 D 
内 ，u(z) 三 常数 。 

此 外 ， 我 们 还 可 证 明 如 下 的 强 最 小 值 原理 。 

定理 1.4 设 二 阶 方程 (1.1) 在 区 域 DD 内 满足 条 件 Ci， 用 
u(z) 表示 它 在 D 内 的 解 ， 则 wu(z) Z D 内 不 能 达到 负 的 最 小 
值 ， 除 非 w(z) 三 常数 。 

证 只 要 令 u(z) = -wu(z)， 则 v(z) 是 方程 а.) (满足 
条 件 C#) 于 DD 内 的 解 ， 根 据 定理 1.3， 便 可 推出 w (z) = - v(z) 
具有 本 定理 中 所 述 的 强 极 值 性 质 。 

.以 下 结果 是 定理 1.3 和 定理 1.4 的 特殊 情形 。 

推论 1.2 ”对 于 满足 条 件 C 的 二 阶 齐 次 方程 
(1.26) Lu=u— КеГА, (2)и,]- A,(z)u = 0, 
иб) 表示 它 在 闭 区 域 万 上 的 连续 解 ， 如 果 (2) 夫 常数 ， 则 
UDE 万 上 正 的 最 大 值 与 负 的 最 小 值 只 能 在 了 的 边界 T 上 达到 。 

我 们 还 可 用 类 似 方法 导出 以 下 结果 ， 

推论 1.3 在 定理 1.3 的 条 件 下 ，u(z) 是 方程 G.D 在 
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5= {lz- zl 和 Ri(C0<R<co) 上 连续 可 微 的 解 ， 又 ulz) 在 点 
Z1EIL= {Iz 一 zo|=R} 取 非 负 的 最 大 值 ， 且 4(z1)>u(z), Ш 263, 
MJ (1.5) 式 仍 成 立 。 

证 ， 根 据 后 面 的 引 理 2.3, 可 推 知 A.D 的 齐 次 方程 (1.26) 
Ts 上 存在 着 解 更 (z)， 满 足 边界 条件， 更 (= 1， 当 |t|=R， 
R.0<w(z) <1, 4265, W UG)=u(G)/W(2) WEDE 

U,,— Ве[А(2)0,]= As(z2) / (2), А(2) = — 20100): + А, (2) 
FS 上 的 解 。 由 引 理 1.4, Об) 仍 在 点 z, 取 非 负 的 最 大 Н, Н 


Ulz) >U(D， 当 zxEs, 又 在 点 4 -学 ->>0， 因 此 我 们 可 只 就 广 
Ë (1.19) 来 证 明 本 推论 。 
使 用 引 理 1.1 的 证 法 ， 但 这 里 选取 УС 是 方程 (1.14) 于 
s= (е-е } 上 的 连续 可 微 解 ， 满 足 边界 条 件 
V 69 ={0” 当 ll- BR 此 解 的 存在 性 由 后 面 的 定理 3.3 得 知 ， 
1, lt] = R/2, 
до 


Tü VG) 对 8; 的 边界 的 切 向 * 的 微 商号 = 2Re[irv ,1= 0, 又 外 法 


向 оду 27 = [2ReCtYOAR, 当 = R, 因为 w (2) = V, 
— 4Re(tV:)/R, W|t| = R/2, 3 

可 署 成 是 一 阶 复方 程 (1.15) 于 5, 上 的 解 ， 满 足 边 界 条 

件 ReLitw(t)]= 0， 它 的 标 数 为 0， 易 知 w(z) = Vz 在 si 不 恒 为 


0, KWO 在 的 边界 上 没有 零点 ， 因 而 3 <0， 当 jl= R. 
由 于 在 s LA LW>0, 4h LW =W,:-ReLA, (z) W,), 
由 定理 1.3， 则 知 (1.8) RPR W (z) = и(2) —u (z) +eV (z) 


不 能 在 s 内 达到 正 的 最 大 值 ， 于 是 在 S, 内 有 多 (z) 壹 0， 这 样 也 
可 得 到 (1.10)，(1.11)， 即 (1.5) 式 成 立 。 
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52 二 阶 方程 解 的 表示 定理 与 凝聚 原理 


本 节 将 给 出 满足 条 件 C, 的 二 阶 方程 а.р 解 的 一 种 表示 
定理 与 凝聚 原理 。 从 这 种 表示 定理 可 以 看 出 ， 二 阶 方程 的 解 与 一 
阶 复 方程 的 解 之 间 的 关系 。 而 方程 G.D 解 的 凝聚 原理 是 UM 和 
函数 凝聚 原理 的 推广 。 这些 结果 在 后 几 节 讨论 方程 (1.1) 的 边 
值 问题 中 将 要 用 到 。 


一 、 二 阶 方程 解 的 表示 定理 

我 们 把 求 二 阶 方程 Q.D 在 单位 圆 E, 上 的 连续 解 uw(z)， 
且 适 合 Dirichlet 边界 条 件 
(2.1) w(t)=r(t), tET= {tl=1}, Crt), Г1<1<оо 
的 第 一 边 值 问题 简称 为 问题 D， 在 上 式 中 (0<a<1)、1 都 是 
非 负 常数 。 并 把 当 r) = 0 的 问题 D 记 作 问 88 D,。 下 面 将 证 明 
关于 方程 ар 之 问题 D 的 几 个 引 理 。 

引 理 2.1 设 二 阶 方程 (1.1) EHAA E = {|z|<1} 上 满足 
R Ca MEER Du КИ и) (wz € ІЁ) 可 表示 成 


(2.2) ua) = roeseli 2 оаа, 


其 中 p(z) ЖЕ, 上 的 实 值 可 测 函 数 ，p(z) ELE), р>2, Ш 
n| Z | ВАЖНА D 的 Green 函数 ,又 


(2.3) mip= = 5: ре тёр)” 


1 ((р* ТРЕХ 
s= iffe D аа, =(P)» (Лор). = р(2), 
E 
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pG), ZEE, E= {<}. 


这 里 р* (2) ={ (5), ЕЕ, 


并 且 лор. mp 还 满足 估计 式 
(2.4) Сало, В МИ, Ë J), 
СИлор, Ë,]<M.L;Lp, Ë,J, 
此 处 8=1-2/p，Mi= Mi(po)，j= 1, 2. 
证 可 以 看 出 ，(2.2) 中 的 积分 是 有 意义 的 ,由 于 当 |z[= 1, 


в, |22, | = 0， 则 可 推 知 лор= 0. Hp) = RelA) u] 


+ As(z)u+ 4s(z)，zEE， 并 由 第 一 章 定理 ， 注 意 到 


ем Зар ao 
1 Е} 


e (z) 


1 
一 去 
с> 
因而 有 (2.3) А. ХА 
ffili осао [аа «Посао, «со, 
Ei 


Ei 


这 表明 p*(z) ELna(E)， 使 用 第 一 章 定理 3.3， 即 知 (2.4) 的 
第 一 式 成 立 。 又 由 Green 公式 ， 有 


人 roaz 十 | драг = 21 [сардаа +2 [e (rp)2d0z 
Ei 


doc, (a сЕ z) 


r т 


= z | [Соб - p(z) do, = 0, 
El 


因此 Vz) = | ripdz + ра: 是 ,内 的 单 人 函数， 注意 到 在 D 
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内 ，[rop-V(z)]a= 0，[rop-Y(z)]:=0， 则 知 xop-Y(z) 是 
z, 2 的 解析 函数 ， 又 [xop 一 V(z)]2-,=0， 故 


z ыы 
(2.5) лор = | ripdz 十 J: Tipdz。 


MERR 2. 的 第 一 式 ， 便 知 有 〈2.4) 的 第 二 式 。 上 面 的 
讨论 即 已 证 明 ，M(z) 是 〈1.1) 之 问题 D 的 解 。 

以 上 引 理 对 方程 wzz = рО) ELE), р>2 仍 成 立 。 

5182.2 在 引 理 2.1 的 条 件 下 ， 则 方程 A.D 具有 形 如 
(2.2) 的 唯一 解 %(z) =лор, р(2) ELE), р>?, + АЖЖ 
4(z) 满足 估计 式 
(2.6) C342), BJ<M,, Llo), E,1<M, 

这 里 B=1-2/p,，Mj= Mij(po，k)，j= 3，4。 

证 将 VV(z)=xop 代 入 方程 (1.1)， 并 使 用 引 理 2.1， 得 
(2.7) р(2) = КеГА, (2) л.0]+А, (z)xop+ А, (2). 

如 果 我 们 能 从 积分 方程 (2.7) 求 出 解 p(z) ELLE), р>2, В 
Z OG) = xop 就 是 方程 A.D 的 解 。 

由 (2.4) TA, Tp, rp 是 plz) СТВ) 的 全 连续 算 子 ， 
所 以 〈2.7) 的 右边 也 是 全 连续 的 。 这 表明 Fredholm 定理 可 应 
用 于 方程 (2.7)。 设 p(z) ELEDE 2.O 的 齐 次 积分 方程 
(2.8) р(2) = КеГА, (2)л,р] + А, (2) лор 
BR, Mul) = лор R: (1.1) 的 齐 次 方程 (1.26) f Ë, Ей 
解 ,由 于 在 Е, УГ Eul) =Top = 0, 从 推论 1.2 Зи (2) =0, 
Жи = р(2) =0, М z€ BE, 根据 Fredholm 定理 〈 见 [117]1)7 
第 三 章 及 [67]) 则 知 非 齐 次 积分 方程 C.D 有 了 唯一 解 p(2) 
ELp( 互 )， 因 而 二 阶 非 齐 次 方程 O.D 具有 形 如 2.2) 的 唯一 
解 %(z) = лр. 

ЯРЕ (2.2) 的 二 阶 非 齐 次 方程 A.D HEIO 满足 
估计 式 (2.6), 将 在 给 出 引 理 2.3 以 后 证 明 , 现在 先 讨论 A,(z) = 0 
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的 特殊 情形 。 即 设 加 (2z) 是 方程 
(2.9) u;#=Re[A,(z)u;,]+ A,(z) 
在 E, 上 问题 D, 的 解 ， 令 wa) = xz， 则 它 是 一 阶 复方 程 
(2.10) м›=Ве[А,(2)м]+ А, (2) 
ТЕ 上 的 解 ， 并 适合 边界 条 件 
(2.11) Re[itw(t)]=0, tET, 
ИНА) = -证 的 标 数 K= -J。 根 据 第 三 章 定理 5.1 可 知 w(2) 
满足 估计 式 
(2.12) CsLw(z), Ё,]<М,, Гм», В] = Ly[p(z), Е, ]<М,, 
这 里 8=1- 2/p，Mi =МХр, К), }=3, 4. ХИ 
(2.13) p(z) = 2Ве (2) 42, 
由 (2.12) 便 可 得 到 роба) 所 满足 的 估计 式 
(2.14) С (2), EB,1<M,, ГИ» Ё,1<М,, 
此 处 Mi = M;(p, k), ј=5, 6. 
8182.3 对 于 单位 贺 E, 上 满足 条 件 Cs 的 二 阶 齐 次 方程 
《1.26)， 则 它 具 有形 如 下 的 唯一 解 
(2.15) Ш(2) =1+л,0, р(2) ELp(E,), p>2, 
ЖВНЕ ЧС) 满足 估计 式 
(2.16) CA[W(2), Е.1<М,, LY, B,J<M,, 
(2.17) W(z)<1, W(z)>M,>0, 
这 里 8=1- 2/p，Mi= M;(p, К), j=7, 8, 9. 
证 欲 证 齐 次 方程 〈1.26) 具有 形 如 (2.15) H RYO), 
只 要 证 明 方程 
(2.18) u; = ВеГ[А,(2)и,] + A,(z)u + A,(z) 
ЯМ 900) = rop。 根 据 引 理 2.2， 以 上 方程 具有 唯一 解 (а) = 
Ilp, p(z) ЄІ,(Е,), 而 由 推论 1.2 可 知 ， 方 程 (1.26) 的 解 
WO) =1+ лор 在 Е, EWE OKY. KW) 代入 (1.26)， 
注意 到 TeLAs(z) 弄 (27)， 玉 <k， 仿 (2.14) 的 推导 , TA Ya) 
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满足 估计 式 〈2.16)。 余 下 还 要 证 明理 (z) 满足 (2.17) 的 第 二 
式 。 

由 引 理 2.2， 知 方程 
(2.19) u, = КеГА, (2)и,]+ A,(2) 
在 单位 圆 E, 上 具有 形 如 (2.2) 的 解 v(z), 并 满足 估计 式 (2. 14)。 
ERZ W (2) =e — (2), WEE 上 ， 有 

LW = Ге? — LW = е0, + [0,2 Кед, (2)о, 
= А,(2)} =, |2220, 

MELART LEWO) =e- (z) <0, Н 1.3, # Ë, 
上 有 е9 — (2) <0, H Yz) See = М,>0. 

现在 回来 证 明 引 理 2.2 hÉ (2.6) 式 。 我 们 可 把 其 中 的 解 
$(2) 表示 成 办 (Zz) =4 (2). (2), X E Ч (2) 是 引 理 2.3 中 的 函 
数 ， 而 如 (z) 是 方程 
(2.20) Wzz=Re{[—2(InW)z+ А, (2) Ihz} + Aslz)/W (2) 
形 如 (2.2) 的 解 ， 满 足 形 如 〈2.14) 的 估计 式 。 根据 (2.14) 、 
(2.16) 即 得 %(z) 的 估计 式 (2.6). 

下 面 叙述 并 证 明 二 阶 方 程 〈1.1) 解 的 表示 定理 。 

定理 2.1 设 二 阶 方程 A.D 在 区 域 D(0ED) 上 满足 条 件 
Cs, Xua) È AD 于 DD 内 的 正则 解 ， 则 它 可 表 成 


(2.2D ибо = [2Re [eu + с, +902), 
° 


其 中 %(z) =льр, Ш(2) =1+mo, alz) € Lx(D).p>2, Н ф(2), 
V) 分 别 满足 估计 式 〈2. 6) (2.16), (2.17), С, 是 实 常数 。 
X w(z) 可 表示 成 

(2.22) w(z) =@(z)e%t2, 


这 里 中 (是 区 域内 的 解析 函数 ,p(z) =Tg = — BIRER? 
D 
满足 估计 式 
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(2.23) Calel), Б]<М,ь, Lop: Р1<М;, 
此 处 8=1- 2/p，Mi = M;(p, k), z=10, 11, 

证 我 们 设 Aj(z) =0, z€ D, j=1, 2, 3. H 5132.2, 
知 二 阶 方程 
(2.24) Wz- Re[A,(2)0;] - А, (2)ф= А, (2) 
存在 唯一 解 %2) = rop， 满 足 估 计 式 〈2.6)。 又 由 引 理 2.3 知 二 
阶 齐 次 方程 
(2.25) Wa- Ве[А,(2)4,]- А, (2) У =0 
存在 唯一 正解 更 (z) = 1+ ло, МАИ (2.16), (2.17). i£ 
(2.26) U(z) = иба) - 0(2)J/ (2), 
通过 计算 可 知 U(z) 是 以 下 方程 在 区 域 卫 内 的 解 。 
(2.27) О,з- ҜеГА(2)0,]= 0, 
此 处 4(z) = – 20100): + A (2) 满足 条 件 
(2.28) L;LA(z), D]<k,=k,(p, k, D), 
上 式 是 由 条 件 C, 与 (2.16)、(2.17) 得 出 的 。 这 样 — Ж, w(z) 
=Uz 是 一 阶 复方 程 
(2.29) w;-—Re[A(z)w]= 0 
于 区 域 了 内 的 正则 解 。 根 据 第 三 章 定理 1.8，w(z) 可 表示 成 
(2.22) R, HE p(z) =Tg 满足 估计 式 (2.23), 最 后 从 w(z) 
=U: 可 得 U(z) = 2Rejiw(z) dz+ U(0)， 取 C = U(0) = [u(0) 
-9(0)2/4 (0), МИ; u(z) 具有 形 如 (2.21) 的 表示 式 。 


二 、 二 阶 方程 解 序 列 的 凝聚 原理 

使 用 前 面 所 得 的 一 些 结果 ， 我 们 可 以 给 出 二 阶 方程 G.D 
解 序 列 的 凝聚 原理 ， 下 面 先 讨论 更 一 般 的 情形 ， 即 考虑 在 区 域 D 
上 满足 条 件 C 的 二 阶 方程 
(2.30) u;s= Re[ AU (z)u,]+ А (ди AP) n=l, 2, …， 
Я Аут) 与 Aij(z)(z= 1, 2, 3) 满足 如 下 的 关系 
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(2.31) РА”) - Ai(2)， 万 ] 一 0, 当 nco,j= 1,2, 3,р>2, 
定理 2.2 设 {un(z2)} 是 二 阶 方程 (2.30) 于 区 域 D 内 的 解 
序列 ,又 {un(z)}、{unz} 在 DD 内 闭 一 致 有 界 ， 则 可 从 {un(Z)} 选 取 
子 序列 {un (2) Е D 内 闭 一 致 收敛 到 方程 (1.1) 在 区 域 了 内 的 
解 u(z)。 
证 根据 表示 定理 2.1， 二 阶 方程 (2.30 FER D 内 的 解 
un《z) TRR 


(2.32) un (2 =| ове, загса) +), 


其 中 C, ЯЗ, P.G), Walz), W2) 分 别 是 下 列 方程 的 解 
(2.33) фига – Rel AA), J — А" (2) р, = AP (2), 
(2.34) Vnzz— RECAP (2) ф,:]- At (z), = 0, 
(2.35) wnz— Re[ At (2), = 0, 
这 里 A(z) = – 2(In, (2) + AP (2), ШС), Wa) 满足 估 
HA (2.6), (2.16), (2.17), X wn(z) 可 表示 成 
(2.36) ‘Wn(z) = @,(z)e%(2, 
其 中 pn(z)= Тв, 满足 估计 式 (2.23), ХФ,(2) 是 区 р 
解析 函数 。 由 定理 的 条 件 ，{ua(z)}、{unz} 在 DD 内 闭 一 致 有 界 ， 
又 因 
(2.37) Walz) = Unz= ([u,(z) — фа G2)1/, (2); 
= {Wn (2) [ин Pnz] — [ua (2) — 4, (2) Pnz} 

Ч, (2) 32, 
故 从 (2.6)、(2.16)、(2.17) 可 得 知 ,函数 序列 {wa(z)} 在 D 内 闭 一 
ЗОВ, ДАГДА pa (2) } (Чи Со), {Wa} 选取 子 序列 不 妨 设 原 序列 
在 D 上 分 别 一 致 收敛 到 y(z)、 斑 (z)、Ws。 将 Ws(z) = №, 代入 方 
程 (2.34), 1: Ж #] Ч n— col, LEA (z) — A1(z) EB,]->0, 
ГАР” (z)W, (2) – А, (2) (2). Ë ,J->0, 以 及 11А (2) - A(2), 
D1->0, 这 里 A(z)= — 2[1ni (2) 1s+ Ai(z), 应 用 第 三 章 定理 3.6, 可 
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MPE, PODEN (3.24)、(2.25) ТИ E, 上 的 解 ， 具 
有 形式 %(z) = map, W(z)= 1+ xo, p(z), 0(2) € Ly(Ë,), Ж 
从 {wa(z)} 选 取 子 序列 在 DD 内 闭 一 致 收敛 到 方程 (2.29) 于 区 域 
D 内 的 解 w(z)， 注 意 到 un(z) 的 表示 式 (2.32)， 其 中 Cn = 
[un(0) 一 (0)J/ 业 (0), 那么 便 知 可 从 {4u:(z)} 选 取 子 序列 在 D 内 
闭 一 致 收敛 到 &(z2), 具有 (2.21) 的 形式 ,其 中 C, 是 数列 {Cs} 所 
选 相应 子 列 的 极限 值 ， 而 x(z) 就 是 二 阶 方程 (1.1) FERD 
内 的 解 。 

特别 ， 对 于 同一 个 方程 1.1)， 其 解 序列 的 凝聚 原理 仍然 
成 立 ， 即 

推论 2.1 设 二 阶 方程 O.D 在 区 域 D 上 满足 条 件 C， 又 
{un(z)} 是 《1.1) 于 DD 内 的 解 序列 ，{ua(z)}、{unz} 在 DD 内 闭 一 
和 以 有 界 ， 则 可 从 {un(z)} 选 取 子 序列 在 DD 内 闭 一 致 收敛 到 (1.1) 
的 解 。 

应 当 指 出 。 定 理 2.2 与 推论 2.1 中 关于 {usz} 在 区 域 D 内 闭 
一 致 有 界 性 的 条 件 可 以 取消 〈 可 参考 书 [128]31) 第 六 章 82)， 但 
从 后 面 的 使 用 来 说 ， 以 上 的 定理 和 推论 已 足够 了 。 
~、” 基 后 ， 还 要 介绍 二 阶 齐 次 方程 (1. 26) 解 的 唯一 性 定理 。 

定理 2.5 设 方程 (1.26) EKE D HWER C X D, 
是 DD 的 一 个 子 区 域 , #1 (1.26) Е р руйу и(2) =0, 4 2Єр,, 
则 и(2) =0, Ч ЕР. 

证 由 定理 2.1，w(z) = О, = (Фи, - иш Л (2.29) 
于 也 内 的 解 ， 它 在 D, 内 等 于 0， 故 w(z) =0, Мер, HBH 
(2.21) 即 知 K(z) 三 0，zED， 
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83 二 阶 方 程 的 第 一 、 第 三 边 值 问题 


后 面 ， 我 们 考虑 区 域 D 是 z 平面 上 的 有 界 N+ 1 连通 区 域 ， 
其 边界 TECE(0<a<1)， 它 由 N+ 1 个 分 支 Tj(j= 0，1…，N) 
AR, Wro Tu 在 DP, 所 围 的 有 界 区 域内 ， 正 如 第 三 章 $5 中 
那样 ， 不 妨 设 D 是 单位 圆 内 的 N+ 1 连通 圆 界 区 域 ， 其 边界 圆周 
Г, = {12-21 =}, j=0,1,., N, Гы = Го = {lz| =1}, В 
z= 0ED。 因 为 这 可 通过 把 一 般 区 域 卫 共 形 映射 到 上 述 N+ 1 连 
通 圆 界 区 域 G 的 单 叶 解析 函数 <E= 5(z) ( 见 书 [128123) 第 三 
章 ,[53] 第 五 章 ) 的 变换 即 达 要 求 。 以 z(&) 表示 6(z) 的 反 函 数 ， 
令 U(E)=u[Lz(E)]， 由 于 
G.D UsuO, Ои (ВУ, 
则 在 一 般 区 域 卫 内 的 二 阶 方程 〈1.1) 转化 为 在 圆 界 区域 G 内 形 
如 下 的 二 阶 方 程 
(3.2) Ug- |z’ () {ReCA, (z (6))U,/2' (8) 1- A,G(z(8))UY 

= |2 (6) РАС), 
由 书 [117]1)》 第 一 章 定理 1.8 可 知 

TOALE), OPAC), 
|z’ C8) [2А.(#(6)) € LoD). 

因此 ， 以 下 我 们 只 讨论 圆 界 区 域 D 上 的 方程 G.D. 


一 、 二 阶 方程 的 第 一 边 值 问题 

问题 D 求 二 阶 方程 A.D EAKR D ЕАН 
微 商 的 解 w(z)， 使 它 适合 边界 条 件 
(3.3) w(t)=r(t), tET, Ci[r(t), Г]<1<оо, 0<a<1, 
并 把 方程 A.D 当 4s(z) = 0，r(t) =0 时 的 问题 了 D 记 作 问 题 
Do, 
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定理 3.1 设 二 阶 方程 (1.1) EKD ERREZ C. м 
其 问题 D 的 解 是 唯一 的 。 

证 и, (2), н.) 是 方程 (1.1) 问题 DD 的 两 个 解 ， 令 
ulz) =u (2) -tlz)， 易 知 它 是 齐 次 方程 (1.26) 之 问题 De 的 
解 ,满足 边界 条 件 4(t) =0, 当 t€ .根据 推 论 1.2 得 知 w(z) 二 0， 
Вр и, (2) =и,(2), z€ D, 

现在 我 们 先 给 出 方程 O.D 问题 D 解 的 先 验 估计 式 ， 然 后 
再 证 明 (1.1) 之 问题 了 解 的 存在 性 

定理 3.2 在 定理 3.1 的 条 件 下 , 方程 A.D 之 问题 D 的 
解 w(z) 满足 估计 式 
(3.4) Сиба), D1<M,, Lolu: DJ<M,, 

这 里 8= min(c，1- 2/p)，Mi= Mj (p, k, a, l, D),i= 1, 2, 
.证 先 证 方程 AD 之 问题 也 的 解 MEARE 的 估 


TFF 
(3.5) Cul), 0) = max|u(z)| <M, = Ms (p, k, а, 1, D), 
26. 


根据 定理 2.1， 方 程 A.D 问题 D 的 解 可 表示 成 
(3.6) ноо = [ 2Re| (zaz+ сис + 90) = Ими) 
+$(2), 


И 9), Wa) МАНИ (2.6), (2.16), (2.11). MAR 
条 件 (3.3)， 可 得 上 式 中 的 函数 U(z) 满足 的 边界 条 件 

(3.7) И) =R(t) =[r(t) -pI/Yt), tET. 

而 函数 wlz) =U,=(z)er* 中 是 一 阶 复方 程 (2.29) FERD 
内 的 解 ， 并 满足 边界 条 件 

(3.8) Re[X(O w(t)]=r(t0), #ЄГ, 

这 是 将 〈3.7) 作 关于 边界 圆周 D = (12 | еа zj = rje 
KIRA Ө 的 伍 商 得 到 的 ， 因 而 知 XD = Ht - zp, 200) RO, 
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Z€Tj ј= 01…N。 从 (3.3)、(2.6)、 (1.16) 与 (2.17) 可 得 
(3.9) CERO), Г]<1, <оо, Car), r]J<t, 

R =L Cp, k,e, l, D) UOR NAKI 

(3.10) Uzz~Re[A(2)U,]=0, А(2) = =2(1n¥); + А, (2). 

于 区 域 D 内 的 解 。 根 据 引 理 1.2 与 (3.9) 便 知 ， Uo ED Eğ 
足 有 界 性 的 估计 式 

(3.11) ©2062), 0) = max|U(z)|<M, = M.(p,k,a,1,D), 


下 面 用 反 证 法 证 明 w (z) = U, 在 万 上 满足 
(3.12) C[w(z),D]<M,=M,(p,k,a,1, D). 
因为 否则 ， 相应 有 一 阶 复方 程序 列 
(3.13) w= КеГА (2) у] (п = 1,2, =) 
СН A™ (2) 5 A(z) 相 同 的 条 件 ) 的 解 序列 W (2) (n= 1, 
2,79), 1004 поо BF, Сут (2), D]= Н>, A 39 Н,2>1, 
fF W.(z) = у, (2) /H,, HF Wa(z) 适 合 类 似 于 (3.8) 的 边界 条 
件 ， 即 
(3.14) Re[k(D W,(t)]= Tn(t), tET, 


МО) к= N- 1, 注意 到 C[W(z) ,万 <1， 仿 第 三 章 定理 
5.1， 可 证 

(3.15) CA[W,(2), D]<M,= M,(p,k,a,1, D), 

因而 可 从 {W(z)} 选 取 子 序列 不 妨 设 原 序 列 在 р р-я з] 
И, (2). НТИ, (2) = И, (2) /Н, 是 一 阶 复方 程 

(3.16) Va= W, (5 

在 区 域 D 上 的 解 ， 满足 边界 条 件 

(3.17) Re[iy,(t)]=0, ter., 

因而 也 有 估计 式 

(3.18) СвГУ» (2), D]SM,= M,(p,k,a,1, D), 

注意 到 Uz) 满 足 (3.11)， 因 而 {Vs(z)}、 {Va} = (W,(2)) # D 
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上 一 臻 收敛 到 0。 然 而 由 C[W(z),D1=1 可 推出 在 上 有 点 
Za, 使 |Wo(zx)| = 1。 此 矛盾 证 明了 (3.12) 式 成 立 。 然 后 仿 R 导 
出 ( .15) 的 方法 ， 可 证 wo 满足 形 如 (3.15) 的 估计 式 ， 再 由 
(3.5)、(3.6) 便 知 u(z) 满 足 (3.4) 的 第 一 式 . 将 wu(z) 代 入 方程 
《1.1) 即 知 有 (3.4) 的 第 二 式 。 

定理 3.3 设 二 阶 方程 (1.1) 满 足 条 件 Cx:， 则 其 问题 DD 是 可 
жю. | 

证 按照 定理 3.2 的 证 明 ， 我 们 可 将 求解 方程 (1.1) 在 N+1 
连通 区 域 D 上 问题 了 D 的 解 w(z) 转 化 为 求解 一 阶 复方 程 (2.29) W 
足 边 界 条 件 (3.8) 之 Riemann-Hilbert 边 值 问题 A 的 解 w(z)， 
注意 到 (3.8) 中 和 (t) 的 标 数 k= N -1, 仿 第 三 章 定理 5.2、 定理 5.3 
的 证 法 ， 可 证 复方 程 (2.29) 适 合 如 下 边界 条 件 与 点 型 条 件 之 问题 
B 存在 唯一 解 w(z)。 
(3.19) Re[X(Dw(t)]J=zr(t) +h(t), tET, 


h(t) = 人 ТЕГ», 
0, tET-T,, 


(3.20) Im[X(aj)w(a)J=b; aiEri j=l, =, N, 
这 里 h。 是 待定 实 常数 ，aj 是 Ti 上 的 固定 点 G=1, =, №), b) 
4= 1，…，N)， 是 任意 取 定 的 实 常数 。 由 于 


.21) R d= = 2 
(3.21) efr wo z Re p EW 48 fr, тов 
=0, j=1, … N, 


рву Ref w2 dz 所 确定 的 函数 在 区 域 了 内 章 值 ， 


并 由 此 推出 Rejr w(zdz= [p Cr(D +hJd9= 0， 因 而 和 =0， 


我 们 适当 选取 (3.6) 式 中 的 常数 Co， 使 wx(1) =r(1)， 如 果 函 数 
Wu(z) 还 满足 条 件 
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(3.22) w(aj;)=r(a;), j=1, + N, 
那么 此 函数 4(z) 便 是 方程 (1 .了 1) 之 问题 D 的 解 。 否则 ， 与 前 相 
仿 ， 可 求 出 复方 程 (2.29) 适 合 边界 条 件 与 点 型 条 件 
(3.23) Re[XCiwre(t]= 0，tfET，k= 1，…，N， 
1, j=k, 
. 0, j#k, k=1,, N 

之 间 题 8 的 解 w:(z) (k= 1，…，N) 易 知 它们 线性 无 关 ， 并 可 确 
定 方程 (1.1) 于 区 域 D 内 的 单 值 解 | Е 
(3.25) шка) = [2Re [мк dz]w (2), k=1, ++ N. 


还 可 证 明 行 列 式 


(8.24) Im [XCGJWwk(aj)] = ó; ={ 


и, (а,) + unla) 
J | *0. 
1ш. (ау) + шуар) | 


假如 不 然 ， 存 在 不 全 为 0 的 实 常数 C1,…, Cx， 使 


(3.26) J= 


N 
(=) = 并 ct(zj 寺 0,zED, 但 zu(a) = 0j= 1 N. JA (3.23), 
kej 


(3.25) 可 推 知 uo《z) 是 二 阶 齐 次 方程 (1.26) 在 D 上 的 解 ， 满 足 齐 
次 边界 条 件 t(t) = 0，tETI。 从 定理 3.1 知 tw(z) 三 0,，zED。 
此 矛盾 证 明了 (3 .26) 式 成 立 。 因 此 ， 可 从 线性 代数 方程 组 

(a (а) + +cxux(a,) = и(а,) -г(а,), 
(3.27) | 
сша (ан) + + смих (ак) = и(ам) — T (GN) 
求 得 唯一 解 cv 0, ск, Hü 


N 
(3.28) U(z) = u G) - У\си (2) 


是 方程 (2.27) 满 足 边界 条 件 (3.7) НМ, Шиа = U (zy (z) 
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+ 业 (z) 使 是 二 阶 非 齐 次 方程 (1. 了 ) 之 问题 D 的 解 。 
现在 给 出 二 阶 方程 (1.1) 特 殊 的 边 值 问题 D 的 一 些 结果 ， 作 
推论 3.1 对 于 满足 条 件 Cs 的 二 阶 非 齐 次 方程 (1.1)， 它 在 

N+ 1 连通 区 域 D 上 存在 满足 边界 条 件 4(bi = 0，t EI 之 问题 D 

的 解 东 2)， 又 相应 之 齐 次 方程 (1.26) 在 区 域 D 上 存在 满足 边界 

Жш) = 1，tET 之 问题 DD HRY), CURED 上 满足 形 

如 (3. 人 的 估计 式 ， 又 到 (2) 还 满足 

(3.29) W(z2)<1, Ш(2):>М;2>0, 

这 里 Ms = М, (p, k, D). 

证 RFR Y) 加 (2 的 存在 性 由 定理 3.3 得 知 , 而 它 

们 满足 估计 式 (3.4) 是 定理 3.2 的 结论 又 由 推论 1.2 可 得 

《3.29) 的 第 一 式 ， 而 第 二 式 司 仿 (2.17) 的 第 二 式 那样 证 明 ， 只 机 

将 那里 的 E, 改 为 D，v(z) 改 为 方程 (2.19) 在 D 上 之 问题 DD 的 

解 ， 满 足 边界 条 件 v(t) = 0，t ET 


二 、 二 阶 方程 的 第 三 边 值 问题 

问题 0 所谓 二 阶 方 程 (1.1)》 EKR D 上 的 第 三 边 值 问题 ， 
即 正则 斜 微 商 问题 , 即 求 (1.1) 在 闭 区 域 万 上 的 连续 可 微 解 (2)， 
使 它 满足 边界 条 件 


3.30) E +2o(Du(D = 2200) +2800), ET, u(0) =b, 


这 里 -这 - 表 示 沿 边界 上 的 点 在 了 方向 的 方向 微 商 ,而 他 与 外 法 


线 方向 区 的 交角 (wm) 小 $5,0) 20,82) 8143.19) 中 所 设 ， 


bo 是 实 常 数 。 由 于 
‚200, 


ди - ди зв Z sing= . 
(3.31) = cos8 2y sinB = (и, + us)cos8 


+ i(u,-us)sin8= A(t) + K(t)u; 
= 26е [ x(t) ш), 


ХС?) = cosg + isin8= е0, B) 是 点 +ET 上 的 x 轴 方 向 与 
的 交角 ， 这 样 一 来 ， 边 界 条 件 (3.30) 可 写成 复 形 式 ! 

(3.32) Re[Xt)uJ+oalt)w= tt) +h(t), t€T, w(0)= bo, 
我 们 设 入 (t)、o(t)、t(t)、bo 满足 条 件 

(3.33) Е C.[o(t), Г1<1, C.[z(t), TISI, 

: cos(v,n)>0, o(t)>0, t€T, |b|<l, 

ЖХ а(0<а<1), 100<1<оо) 都 是 非 负 常数 。 特 别 =A, 
0(t) = 0，tET， 则 上 述 问题 O 就 是 Neumann (第 二 ) 边 值 问题 
М. 我们 还 将 4,(z) = 0，r(t) = 0 的 问题 O 记 作 问题 0。。 

定理 3.4 对 于 满足 条 件 Cs 的 二 阶 方程 (1.1), 其 问题 0 的 
解 是 唯一 的 。 

证 设 w(z)、uz(2) 是 方程 (1.1) 之 问题 O 的 解 ， 则 u(z)= 
U1(z) -uw,(z) 是 齐 次 方程 (1.26) 的 问题 O, 的 解 ， 且 4(0) =u,(0) 
`-u,(0)=0. WÈ и(2) 0, z€ D, W (3.6) 式 ， 但 在 这 里 
&(z) =U《z) 业 (z)， 业 (z) 是 齐 次 方程 (1.26) 如 推论 3.1 中 所 述 的 
解 ， 而 U(z) = иб) /WW(z) 是 方程 
(3.34) Uza- КеГА(2)0,]= 0, А(2) = – 20100); 

+ А, 0) € L, (D) 
于 闭 区 域 万 上 的 连续 解 ，U(0) = и (0) /4 (0) = 0， 又 U(z) 满足 边 
界 条 件 

3U 


әш " ; 
(3.35) -+ oD + 50 =h, ter, 


BU(30,z€D, НН 1.2, 50 >0, йо) + >. 


‚201. 


根据 引 理 1.2，U(z) 在 万 上 的 最 大 值 M 与 最 小 值 m 分 别 在 边界 
TEDA t, 7. 达到， 而且 M>> 0，m<0。 由 推论 1.3， 知 在 点 
to я 


aU 
=. ORE- 2 ро = h(t)>0, 


类 似 地 可 知 在 点 by 
a + (оо + SE Ju = ко <o, 


FAET 0(2)=0, W u, (2) =и,(2), z€D. 

其 次 ， 将 由 以 上 定理 导出 方程 (1.1) 之 问题 O 的 解 所 满足 的 
估计 式 。 

定理 3.5 设 u(z) 是 二 阶 方程 (1.1) EREC) 之 问题 
O 的 解 ， 则 wu(z) 满 足 估计 式 
(8.36): Сиб), DJ<M,, Lolu, DJ<M,, 
其 中 B= min(a,1-2/p), М;= M;(p,k,a,1, D), j= 9,10, 

证 先 证 w(z) 满 足 估计 式 
(3.37) СЧи(2), б] = C[u(z),DJ+ C[u,, DJ<M,, 

=M.(p,k,a,l, D), 

假如 不 然 , 则 有 与 Aj(z) (j= 1,2,3)，X(t),a(t)，t(t) 满 足 相 同 
条 件 的 系数 序列 {49(2)} (j= 1,2,3), Mlt), 0.00). Tat), В. 
当 n— cob, Af (z) ЕР Е J AP (= 1,2,3), A (t), 
0, (#), ЛЕГ ЕЯ -ЗО À (t). 0,0), % (t, ХУ 
程 
(2.38) u, -Ве[А®(2)и,] - AP (2)н = AP (2) 
存在 适合 边界 条 件 
(3.39) ВКеГА, (Фи, 1+ o,G(tDu(t) = Ta (t) +, (t), t ET, и(0) = b, 
НОЖ и. (2), ОШ nook, СЧи,(2), DJ=H,—ço, Ж А 
H,21. Ф000) = un(z)/Hr， 易 知 它 是 方程 
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a =) = Am 

43.40) ре Re[ A (2)0,] = А (2), 
А (z) = AP (2) 0, (2) + AP (2) /H, 

适合 边界 条 件 

(3.41) Геи = rt), tET, VCO) = bo/H, 
ra(t) = 一 On(t)Un(t) + LTa(t) + ha(t) /Hs 


之 问题 O 的 解 。 由 于 Си, (2), D1<1, TT 

(3.42) Lp[A®(z), DI<k,= 2k, C.[r, (t), ГИ, 
Kl =la, l, r). ERI wa) = У, AMADE 
(3.43) w:-Re[AP(z)w]= А (2) 

适合 边界 条 件 

(3.44) Re[ л, (гу wt)1=r,(t), tET 


之 Riemann-Hilbert 问题 B 的 解 ， 其 标 数 %=N - 1, 根据 第 三 
章 定理 5.1， 便 知 ws(z) 满 足 估计 式 

(3.45) Celwn(z), DJ<M,, LoLwnz, 万 和 Mi 

其 中 Mi = Mi(p,k,a,1,D)，j= 12，13。 于 是 


(3.46) u,(z) = 2Re Гааз b,/H, 


满足 估计 式 

(3.47) Со, (2), D]<M,o инь DISM,s, 

此 处 Mj= Mi(p,k,a,1, D), j= 14,15， 因 此 ， 可 从 (6.025... 
{wn{z)} 选 取 子 序列 不 妨 设 原 序列 在 р 上 分 别 一 致 收敛 到 函数 
0,02), 002) =o T vo(z) 满 足 边 界 条 件 

(3.48) RelA, (t)tal+o,(t)u(t)=h(t),t€T, 0,00) = 0, 
我 们 还 要 证 明 w(2) 是 二 阶 齐 次 方程 

(3.49) Vz- КеГА[(2)о,,]- AP (z)u, = 0 

于 区 域 了 上 的 解 。 事 实 上 ， 从 (3.43) 式 ， 并 根据 广义 微 商 的 定 
义 ， 对 于 任意 的 p) EDOD), # 
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ffiwg: + [Re(A P (z)w,) + AC2(2z2)J0(z2))do; = 0, 
D 
当 n>, 18] 


f {wi (2) фа + [Re(AI2(z)w) + AP (2) 19 (2) }й0.= 0, 
D 


Hp A(z) = AP (2), + AP (2), М 
w = Re[ Aí '(z)w,] + А" (2), 


这 表明 (2) = Re | wod 27803.19 D 上 的 解 。 根 据 


定理 3.4 关 于 问题 O 解 的 唯一 性 ， 知 vw(z) 三 0，zED。 但 从 
СЧ, (=), 0] = 1 可 推出 ;存在 点 zs € D, 使 得 vu(zs) 友 0, 此 矛盾 证 
明了 (3.37) 式 成 立 。 

再 使 用 导出 (3 .47) 式 的 方法 , 可 证 uw(z) 满 足 估计 式 (3.36). 

为 了 证 明 二 阶 方程 (1.1) 问 题 0 解 的 存在 性 ， 我 们 还 要 给 出 
两 个 引 理 。 

引 理 3.1 设 k, 是 一 非 负 常 数 ， 如 果 将 条 件 Ce 中 的 Lp 
[A,(z), DJ<k 与 (3.33) 式 中 的 CLTC), I<, Jbl SIARRA 
(3.50) LpLAs(z), DJ<ks, CoLT(t), TISKk,, |b,|<k,, 

则 方程 (1.1) 之 问题 O 的 解 w(z) 满 足 估计 式 
(3.51) ChLu(z), DJ]<Moks, LoLuza, DEM,rk,, 
其 中 8B 如 (3.36) 中 所 述 ，Mi = Mj(p,k,a,1,D)，j= 16,17, 

证 当 k,=0 时， 从 定理 3.4 即 知 (3.51) 式 成 立 。 今 考虑 
К,>0, Ш 0(2) =u(z)/k,， 则 函数 v(z) 是 方程 
(3.52) vz- Re[TA,(z)u;]- A,(z)u = А, (2) /К, 
适合 边界 条 件 
(3.53) Re[X(t)u;]+o(t)u=[z(t)+h(D)Jlk; 

ТЕГ, v(0)= bo/k;, 
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之 问题 O 的 解 ， 其 中 
(3.54) L/LA,(z)/k,, DJ<1, ст /ks ISl, |b, /k,|<1, 
根据 定理 3.5， 可 知 v(z) 满 足 估计 式 
(3.55) C)[u(z), БМ» L;Lu;= 9] Ми» 
其 中 Mis Mn 如 (3.51) 中 所 述 。 由 上 式 即 知 ，u(z) = ks (2) ўй 
足 估计 式 (3.51)。 

引 理 3.2 设 方程 (1.1) 满 足 条件 C:， 又 其 中 的 A,(z) = 0, 
ZED 及 (3.32) 中 的 olt)=0，tET， 则 方程 
(3.56) и,з- КеГА, (2)и,]= A,(z) 
适合 边界 条 件 
(3.57) ReLXCDui]=r(bD+hbD，tEr， и(0) =b, 
之 问题 O 存在 唯一 解 4(z). 

证 关于 上 述 问题 O 解 的 唯一 性 由 定理 3.4 得 知 。 为 了 证 
明 问 题 O 解 的 存在 性 ， 我 们 先 考虑 一 阶 复方 程 
(3.58) w- Re[A,(z)w]= A,(z) 
适合 如 下 边界 条 件 与 点 型 条 件 之 Riemann-Hilbert 问题 B, 
(3.59) Re[X(Dw(tDJ= tt) +h(t), tET, 
(3.60) Im[X(ajw(aj)l=bj, a;€T;, j= 1 …，N， 
其 中 (j= 1, …，N) 都 是 实 常数 。 仿 照 第 三 章 定 理 5.2、 定 理 
5.3， 可 证 上 述 问题 B 存在 唯一 解 w,(z)， 如 果 


G3.6D Re fp wnaz=0, j=l, N, 
那么 函数 
(3.62) иса) =2Re | walz)dz+b, 

° 


IR 2yE(3.56)2 ARER O 的 解 。 否则 ， 我 们 求 出 齐 次 问题 
Bo(4:(z) = 0，r(t) = 0) 适合 点 型 条 件 
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а ，j = K，j k= 
(3.63) Im (Харука? = ó| = {1 ! ў,к= 1, N 


0, j=k, 
的 N 个 线性 无 关 解 wi(z),…，*w(z)， 并 可 证 行列 式 • 
[1111 Í : 
(3.64) Ј= . | +0, Гуь= Re ry wz)dz, 
Туден! + 


假如 不 然 ， 存 在 不 会 为 0 的 实 常数 C1,…, Cn， 使 得 函数 


N 
мб) = > ckwk(z) 满 足 
kel 


N а N 
(8.65) ве | w (z) dz= Re Zaf мб) dz = Улс ик = 0, 
Г, л г} kel 


j= 1,.…,N, 
因而 在 mi, …, Гк 上 分 别 存在 点 a*,…，a$， 使 得 
(3.66) Re[i(z- 23) №(2)11,-а* = — Im[ (a? — 2;)м(а%)]= 0, 


j=l, N, 
另外 ， 由 м2) = – 7;соѕ(у, п) +0, 2ЄГ},ј= 1, МОЖ т 
21-1} 
[128]23) 第 六 章 84， 有 ., 


(3.67) Re (20 а-о») o, zETy j= l," №, 
с) 


并 注意 到 
кеа Z;)w (z) ) 


= Re (ep ве 


аў — zj 


Га? – z;] (аў) – Im[ X07) ] Im[(o# — z;) w(aP) = 0, 
, 一 2j 


(3.68) Re[(as – zi)Ww(az)]= 0，j= 1 N. 
Е (аў - zi)w(a?) = 0, ў wlat) = 0, j=1,…,N。 这 表明 w(z) 
在 了 上 有 不 少 于 2N 个 零点， 由 于 和 A(t) 的 标 数 为 k=N-1,， 根 
据 第 三 章 定理 1.1 及 书 [128]23) 第 五 章 (2.7) 式 ， 有 
(3.69) 2N<2Np+ Nr<2k = 2N — 2, 
此 矛盾 证 明了 (3 .64) 式 中 的 J 去 0。 

这 样 一 来 ， 就 可 由 代数 方程 组 


fout + СиЦх= -Refy w,(z)dz, 
(3.10) ©... We a 


C.I + + CNINN= — Re 人 w.(z)dz 
N 
求 得 唯一 解 C1,…, Cw, 而 函数 


N 
(3.71) w(z)=w,(z)+ Упс) 
kel 


满足 边界 条 件 (3 .59) 与 
. R dz=0, j= 1 ,N. 
(8.19 ве |p наде 0, е1, 


将 (3.71) 中 的 w(2) 代 入 (3.62) 中 wu(z) 的 位 置 ,所 得 的 函数 ula 
便 是 方程 (3.56) 适 合 边界 条 件 (3.57) 之 问题 O ИЖ. 

最 后 使 用 参数 开拓 法 证 明 方 程 (1.1) 之 问题 O 的 可 解 性 。 

定理 3.6 设 二 阶 方 程 (1.1) 满 足 条 件 Cs， 则 其 问题 0 是 可 
жю. 

证 相仿 于 定理 3.4 的 证 明 ， 使 用 推论 3.1 中 所 述 的 函数 
录 (z)、 业 (z)， 可 将 求解 定理 中 所 述 问题 O 的 解 &(2) 转 化 为 求解 
形 如 (3.34) 的 方程 适合 边界 条 件 


(3.73) Re[X(OU:l+ [co + Эх o= T) +h(D,t€T, UO) 
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= = b, сЕ 40) 
= В, = (0) 


之 问题 0 的 解 U(z) = [u(z) - 02) 1/02), ER (3.35)5% № Br 
Ж, 00) +2 >0，tEr。 不 失 一 般 性 ， 我 们 不 妨 只 ERY 


程 
(3.74) из- Re[A,(z)u,]= 0 
适合 边界 条 件 
(3.75) Re фи + о(Фи=т( +h(t), t€T, #(00)=b 
之 问题 0 的 可 解 性 。 为 了 使 用 参数 开拓 法 ， 将 边界 条 件 (3.75) 改 
写成 
(3.76) ReLX(t)ui]+ eo(t)u=r(t)+h(t), tET, u(0)= b, 
这 里 e(0<e<1) 是 参数 ,，r(t)ECalT)，0<a<1， 并 把 此 边 值 
问题 记 作 问 题 0。 

当 &=0， 由 引 理 3.2， 知 此 问题 0 存在 唯一 解 。 如 果 对 
E= so(0 和 8%<1)， 此 问题 0* 对 于 任意 的 函数 7(t) € Ca(T) 可 解 ， 
那么 将 证 明 存 在 足够 小 的 正 数 0, 对 于 满足 条 件 le- el<, 
0<е<1 的 所 有 参数 s。， 问 题 0* 均 可 解 。 将 边界 条 件 (3.76) 改 写 
成 
(3.77) Ве) ш + eo0(t)u= (е, – e)o(t)u+r(t)+h(t), 

и(0) = ba, 
把 we(z) = bo 代入 (3.77) 式 等 号 右边 的 位 置 ,可 求 得 方程 (3.74) 
适合 边界 条 件 (3.77) 之 问题 0 的 解 W(z)， 由 定理 3.5， 知 
uz ECAD). KÉ UDDRAG TIDRA Huwan, FOR 
《3.74) 适 合 边界 条 件 (3.77) 之 问题 0* Hul). 依次 类 推 ， 
可 求 得 方程 (3 .74) 的 解 序列 {4u,(z)}， 满 足 边界 条 件 
(3.78) ReLXCtUnsit]+ 8o(t)u,, = (€e – e)o(t)u,+ r(t) 
+h(t),u,(0) = bos 
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ПАС и, (Рф xn(t 仍 是 方程 (3.7 全 的 解 ， 且 满足 边界 条 件 
(3.79) ын -и,)1+ 2,000) (Uni Un) = ç = е)о(і) 
(ила. u.) + h(t), t€T, и,,1(0) 0,00) = 0. 

注意 到 

Cal (еу - e)o(t)(u, –и,-1), Г] |е, 1С и, ин, Р), 
由 引 理 3.1， 便 得 

Ch[u,,i Uns бе, – EllM СК и, — и, РЈ. 

选取 6= 1/[2(IMie+ 1)]， 则 当 |s。 - 2156, Я 


(3.80) Cru, ~ n DIS 50и, -иь-ь D], 
Жи n,m>N2>0, # Си: - w, Р1< Си, u, D), 
Citu,-u p3y< 1 = Ча р <1с р 
67 тэ SRL Гу Ги: - uo, ISN Wu -uo D), 
1-0 


ЯН, Чип, mott, Си, - иһ, 01>0. H СБ) 5 
备 性 ， 可 知 存在 ws(z)E Ch(D)， 使 得 当 n 一 co 时 ， Chun- uy, 
21-0, Пи. (2) Е Ale- el<6 时 (3.74) 适 合 边 界 条 件 (3.76) 


之 问题 0, 的 解 。 这 样 便 知 ， 当 e= 0, 6,…, 17), 1m a o 
可 解 . 特别 当 e= 1，r(t) = r( 时 即 问题 0 可 解 。 


ба ”二 阶 方程 的 非 正则 斜 微 商 边 值 问题 


本 节 将 讨论 二 阶 方程 《1.1) 的 一 种 非 正 则 斜 微 商 边 值 问题 ， 
这 种 边 值 问题 的 边界 条 件 中 -好 的 区 许 指向 区 域 也 外 、 内 ， 
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也 可 与 边界 工 相 切 ， 即 允许 cos(v, n)>0, соз(у, n)<0, № 
可 以 使 cos(v，n) = 0. 


一 、 非 正则 土 微 商 问题 的 提 法 与 解 的 性 质 
问题 M 求 二 阶 方程 (1.1) (满足 条 件 Cs) 在 N+ 1 连通 贺 
界 闭 区 域 5 上 的 连续 可 微 解 w(z)， 使 它 满足 边界 条 件 


(4.1) 2. 2o(t)u(t) = z[z(t) —o()h(t)1, «СГ. 


жи2 Ein D KART k 93 A fJ 3 A, НИМИ 


D 外 、D 内 ， 也 可 与 相 切 ， 类 似 于 (3.31)， 可 将 边界 条 件 
(4.1) 写成 复 形式 

(4.2) Re[X(Du,l+o(t)[u(t) +h(t)J= r(t), tET, 
其 中 和 CH = cosp + ising = еі, 8(t) 是 点 tET 的 x 轴 方向 与 立 的 “ 
交角 ， 并 设 Xt)、c(t)、r(t) 满 足 条 件 | 

(4.3) C.LA(t), TISI, C.[o(t), Г]<1, Сат), TISI, 
(4.4) alteco, п)>0, #ЄГ, 

此 处 ，e(0<c<1)，!(0 生 1!<co) 都 是 常数 , 无 为 卫 的 外 法 线 向 
量 。 下 面 对 条件 (4.4) 作 进一步 说 明 ， 以 T+、T- 分 别 表示 TT 上 
të cos(v, n)=0, cos(v, n) <0 的 一 些 圆 弧 ， 不 妨 设 每 条 圆 弧 
包含 起 点 ， 但 不 含 终点 ,上 且 T+UT-=T, Г ПГ-= ф, LENF 


由 有 限 个 点 组成， 其 中 满 足下 列 条 件 的 所 有 点 记 作 oj(j= 1， 
s т), ау) = 1,…,m/)， 即 以 这 些 点 的 每 一 个 为 端点 的 两 条 位 
FPT 上 的 贺 弧 中 都 至 少 有 一 点 ,分 别 使 cos(v，n)> 0, соз(у, 
п) <0 017, ау, а А? 55 P 的 正方 向 相同 时 ，oj Er+， 
a Er; Ща, а; 处 的 六 与 了 的 正方 向 相反 时 ， aiEr-，acEr+， 
且 o(o) =0, j=1, =, т’. ШП), (4.2) 式 中 的 h(t) 为 
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0, t€T, т>1, 
(4.5) но =fr, ter, 

0, t€r-T, 
其 中 h, 为 待定 实 常数 。 我 们 还 可 要 求 方程 (1.1) 适合 边界 条 件 
(4.2) 的 解 &z) 满 足 点 型 条 件 


Jr 


т, Шт», 
1， 当 m=0， 


其 中 bj 是 实 常数 ， 且 |bjl 和 1，j = 1,…,m， 不妨 设 b,=0。 如 果 
在 整个 边界 分 支 T; E, cos(v, n)=0, o(t)=0，1<j<N+1, 
此 时 设 


UD fp TOdo= 0u =b arca) eT, 


不 妨 设 在 Tj(j=1,…，N。，1<N。<N+1) 具有 上 述 性 质 , 而 在 
T (N+ 1<j<N+ 1) 上 不 具有 这 种 性 质 。 在 (4.7) 式 中 ,b? (j= 1, 
…， No) 都 是 常数 ， 16} | <1. 

我 们 还 把 求 方程 (1.1) Æ D= D- {ai,…,ax} 上 连续 可 微 、 
在 了 内 有 界 且 满足 边界 条 件 与 点 型 条 件 (4.2) 一 (4.7) 的 解 记 作 ， 
ЕШ м, . 而 问题 M、 问 题 M* 的 标 数 
(4.8) k=N-1+ (m+ m')/2, 
容易 看 出 ， 假 如 在 整个 边界 T E, ЗБГЖЫН o(t)=0, МН 
题 M 就 是 第 一 边 值 问题 D. Æ cos(v, n)>0, 0(1)>0, tET, 
则 问题 M 就 是 第 三 边 值 问题 O. 

定理 4.1 设 二 阶 方程 (1.1) 满足 条 件 Cs， 则 其 问题 M。 
的 解 是 唯一 的 。 

证 以 Ww(z)、u.(z) 表 示 方程 (1.1) 之 问题 M, 的 两 个 解 ， 
则 函数 w(z) = и, (z) – wa(z2) 是 齐 次 方程 (1.26) 适 合 边界 条 件 


(4.9) и + 2o(O[u(t) +h(DJ=0, tET 


(4.6) u(aj)=b;, ј=1, +, J, I= 
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чаю шар = 07-2 [-1999-, woD=0 

j= 1,.…, № 
的 解 。 如 定理 3.4 那样 ， 不 妨 只 讨论 方程 (3.34) 或 (3.74)。 下 面 
要 证 u(z) 三 0， 当 zED，。 假 如 不 然 ， 则 由 推论 1.2 可 知 有 
М = supu(z)>0, 或 m= infula) <0。 若 前 者 成 立 ， 且 有 点 


ta ETIOSISN,), 8 М=и(,)>0, HF созбу, n)=0, 
9) =0, ЩЕСГ, 4-24 =0, ЩЕЕГ,, иба?) = 0, 这 可 推 知 


u(t)=0, ЩЕЕГ» ЖУ М=и(1,) >07, WETA A 
%ЕГ; (1<j<N。)。 如 果 有 点 tt (жа) ETj(No<j<N)， 使 
М=и(1,)>0, BA tea, иба) =0, HFE At A 


pu tet 220, Ñ cos(v, n)>0, fi гла <0, Ш cos (v, 


n) 之 0， 故 u(ts) = 0。 否 则 与 (4.9) 式 矛盾 ， 由 定理 1.3 与 推论 
1.3 TJER, H t=t., сов(у, п)=0. ДРЖЖГ ЕЯ S Ate 
最 长 的 一 段 贺 弧 《也 可 能 是 一 点 ), 使 ca(v n) =0, Но) = 0, 


由 于 M>0, w- = 0, u(t)=M， 当 tEF。 易 知 F 的 端点 不 


包含 aj， 否 则 wlaj) = 0， 这 与 M>0 矛盾 ， 若 下 的 端点 不 包含 
а, MJ 在 六 的 一 端点 附近 ， 必 有 点 ta ER- P， 在 此 点 ， 有 两 
种 情况 之 一 出 现 ，@ 若 cos(v，m) >0， 则 cos(v, м) „созу, s), 


аа 2а ерганат) 中 的 前 三 者 为 正 ， 第 四 个 为 


负 ， 这 是 ut) 在 极 大 点 附近 的 特性 ， 故 


Bu С 
aD |... (Ee, ny + -2 cos(s,n)] 
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Ж созбу, п) <0, ИТАН |... <o, 554.9) s 
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FH. ROcos(v, n) = 0, -2L Liss 二 0( 或 和 0)， 而 5 (tex)>0 


《或 <0)， 这 也 与 (4.9) 矛 盾 。 如 果 天 的 一 端点 是 0， 或 更 一 般 
的 情形 ， 即 M = зири(2) =ul(a = и(а,+0), WRET* "ГЕ 


存在 一 圆 弧 〈 不 是 一 点 ), 相应 以 qi 或 a; 土 0 为 端点 ， 使 cos(V， 

п) = 0， 那 么 可 用 前 面 的 方法 证 明 这 是 不 可 能 的。 否则， 由 于 
o(a;) = 0， 可 证 在 万 上 ai 的 一 邻 域 D(a) 内 ， 有 

(4.12) u(z)=c;arg(z-a)+ (z), 1<j<m', 

这 里 cj 是 实数 ， 也 可 能 等 于 0，&(z) 是 D(ai) 上 的 Holder 连续 
函数 ， 所 以 在 ai 附近 有 点 ts*， 相 应 的 coe(v，H#) 之 0( 或 <0)， 当 
ci= 0， 则 wx(z) 在 D(ai) 连 续 可 微 ， 易 知 在 此 点 ，(4.11) 式 成 立 ， 


RPE |. <0, 这 与 (4.9) 式 矛盾 ， 当 cj 基 0， 则 在 点 taw， 有 


> (或 <0)， 因 而 也 可 推出 -3& >0 (或 <0)， 故 ! (2 不 


能 在 Pi(Ne<j 和 N) 上 取 到 上 确 界 。 因 此 wx(2) 在 万 上 的 上 确 界 
M、 下 确 界 六 只 能 在 re 上 取 到 。 对 于 m>1, MW h(t)=h=0, 
当 tETo; 对 由 =0， 可 证 加 =0， 当 t+Ero. 事实 上 ， 由 于 M= 


$ири(2)> 0, т = infu(z)<0。 假 如 jo>0, 则 M+hj=sapU(z) 
zep* zeD* 2.0% 


>0， 这 里 U(z)=w(z+jo， 由 于 -了 +o(DOU(D =0, t€r,, 


这 样 进行 与 前 面 那样 的 讨论 ， 可 推出 矛盾 ， 故 和 0。 同 理 也 可 
推出 to>>0， 故 加 = 0。 然 后 又 与 前 面 那样 可 证 &w(z) =0, № 
u (2) =и, (2), 4 z€D. 

现在 使 用 定理 4.1 证 明 方程 (1.1) 之 问题 Ms 的 解 &(2) 所 满 
足 的 估计 式 。 


* 213 ° 


定理 4.2 在 定理 4.1 的 条 件 下 ， 则 方程 (1.1) 之 问题 M* 的 
fu (z) 满足 估计 式 
(4.13) C,[w(2), DI<M,, 
C[u(2), D.l+C,[o(t)u(t), T1<M,, 


СА 
这 里 B= тіп (а, 1-2/0), WO = Поди, = (2—5), 
іл M 


ща €r, 1<|2|<оо, Wa €T; zi = zj, 1<j<N, X Mi= 
Mi(p, k, а, 1, D), ј=1, 2. 

证 如 定理 3.6 的 证 明 ， 先 使 用 推论 3.1 中 的 函数 4%(z)、 
到 (2， 将 方程 (1.1) 之 问题 M. 的 解 w(z) 转 化 为 方程 (3.34)， 即 
(4.14) U,s—-Re[A(2U,1= 0，A(z) = - (Ing) + A,(2) 


适合 如 下 边界 条 件 
(4.15) = + 20*(t)[U(t) +h(t)J=2z*(t), 1ЕГ, 


(4.16) бар =), j=l, J, f odt=0, Ua*) = a*, 


j=1,.", № 
之 问题 M. 的 解 
(4.17) U(C(z2)=[u(z)- 0(z)l/W(2), 


在 (4.15) RH, on = Et oD, r*(t) = 0-9, 
ТЕГ. ВЕН, 04214) 仍 满足 类 似 的 条 件 C+:， 只 是 将 条 
件 (1.2) 中 的 常数 k 换 以 另 一 个 常数 ， 又 o*(t)、r*(t) 在 TT 上 
仍 满足 类 似 于 o(t)、r(t) 的 条 件 ， 并 且 有 o*(t)cos (у, n)>0, 
IET. AF Y, WD 所 满足 的 估计 式 〈 见 推论 3.D 及 &(z) 在 
жа) = 1,57, m 附近 的 性 质 ， 可 推 知 Us 在 aj(j=1,…，m’) 
有 不 超过 一 级 极点 ， 又 因 边界 条 件 〈4.15) 可 写成 复 形式 
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(4.18) Re[XG0U,l+o*(t) [UG +h(t)l= r*(t), tET, 
FWON, MJ W (2 š АЕ 
7 (4.19) Re[A(D V(D + o*(D1ILO) UG) +h(91 
= Па) Ir), t€r, 


这 里 ACD = П O/I м AGO WRAN- 1+ 2, 


并 知 a*(b1I(DU(GD、III(GD)Ir*(D ECT). RAE 
(4.20) C[W(2), Б]<м, = M,(p,k,a,1, D), 
假如 不 然 ， 类 似 于 定理 3.5 的 证 明 ， 有 相应 的 边 值 问题 M* 的 解 
и, (2), М, (2) =II(GzD)Unz= II(z){[u(z) - $, G) 1/4, Са) }., 使 
СГУ’, (2), р]= H,—>co, ЖШ H,>1, iü W* (z) = W, G) /H, 
= I G)U,;/H, 而 Us (z) = U, (2) /Н, 是 方程 
U*,,— Re[ AG (2)0*,]=0. 
(4.21) | А‘ (2) = -2 14) 2+ AP (2), 
Wsz- П) КеГА (2) /П (2): ]=0 
适合 如 下 边界 条 件 之 问题 M. 的 解 。 
Re[),(t)UF,1+ oF (t CU (t) + h,(t) = 2 (t) /H,, 
ЕГ, 
Вр Re[ A, (УУЗ (t) + o t) [TI Ct) 109 (t) +В, (01 


(4.22) | 
=|H (O ltt) /Н,, tET, 


(4.23) UF(ap =b//H,, j=l, J, [rat wae=0, 

Ut (až) =b* /H,, j=1,.…, N. 
使 用 文 [128]33) 的 证 法 ， 可 知 WFC), U? (z) 满足 估计 式 
(4.24) СГМ? (2), DJ<M,, 

CEU (2), Dr]+ CaLa* (Ut (t), T1SM,, 
其 中 М; = M;(p,k,a,1,D),j= 4,5。 因 此 可 从 {W#* (2z)}、 {U* (z)} 
选取 子 序列 分 别 在 上 及 DD 内 闭 一 致 收敛 到 W#(z)、U# (2)， 
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正如 定理 3.5 中 所 证 ， 它 们 是 方程 

W*,— П (2) КеГА (2) /П (2) W*1= 0, 
(4.25) je ELp( 万 ) 

BP U? z2- Re[A™ (2)Uf:-]= 0 
于 D 内 的 解 ， 且 满足 边界 条 件 


Rel A, Wè (t) 1+ ot (t) |П (0) CUS (t) +h(t)1= 0 


(4.26) | 
Вр ReLA, (t) 0г:] + o*(t) CUF (t) +h (t) = 0,t €T, 


(4.27) U,Gp=0, j=, гео, Uat) =0, 
j= Lee, №. 
根据 定理 4.1， 可 知 U*(z) = 0, + (2) = II(z) U*,= 0， 当 zED， 
ATA CCW? (z)，D1=1 可 推出 [W* 2.) |= 1,2. 是 万 上 一 点 。 
这 样 便 证 明了 C4.20) 式 ， 最 后 仿照 导出 〈4.24) 的 方法 ， 便 可 
得 到 方程 (1.1) 之 问题 My 的 解 &(2) 所 满足 的 估计 式 〈4.13) 。 
对 于 O.D 的 问题 M， 显 然 定 理 4.1， 定 理 4.2 都 成 立 。 


二 、 非 正则 斜 微 高 边 值 问题 的 可 解 性 
我 们 先 讨论 满足 条 件 C, 的 方程 (3.74)， 即 
(4.28) u; — Re[A,(2)u,]= 0, 
并 把 C4.28) 适合 边界 条 件 
(4.29) Re[X (Dur]=r(t) +o(th(t), t€T 
与 (4.6)、(4.7) 之 边 值 问题 M 记 作 问题 M, 
引 理 4.1 二 阶 方程 《4.28) 之 问题 M' 是 可 解 的 。 
Е 先 求 一 阶 复方 程 
(4.30) wa—Re[Ai(z)w(z)]=0 
适合 边界 条 件 
(4.31) Re[A(0 w(t)l=r(t) -ot)h(t), tEr 
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之 问题 B/ 的 解 w(z)， 人 允许 它 在 点 4;(j= 1, m) 有 不 多 于 一 级 


极点 ， 且 要 求 w (z) 适合 43 


5 +N-1)-N+1=m+N-1 ( 当 


т>) N (34 m = 0) AMR 
(4.32) Таг (аў) м(а*) ]=с;, j=l, edy 
1-7-1, 当 m 宇 1， 
N, 当 m=0, 
K h аў (жа) ETjG=1,…,N) 上 的 点 ，o*Gj=N+1, 3) 
是 Ts 上 不 同 的 点 ，ci(i = 1,…， 了 站) 都 是 实 常 数 ， 正 如 定理 4.2 那 


#, апо = ]I( 2-0), 并 设 W(z) = П ж), ДВА Ж 
jei į . 


条 件 (4.31) 与 点 型 条 件 (4.32) 分 别 变 为 
(4.33) ReLAGDW(G)]=IICDICrGD – “ФИВТ, t€r, 
(4.34) Im [4(as ) м (а*)1= |П а*) [с, j=l, 
ЖИЛО) AOOO. AA AOWERA N-1+ 2. 
仿 第 三 章 定理 5.6， 可 证 方程 
(4.35) W;- Па) Ве[А, (2) /IIG(z2) .-W1= 0 
适合 边界 条 件 〈4.33) 与 点 型 条 件 〈4.34) 之 问题 B, 存在 唯一 
Wa), wD = W G) П 0а) 便 是 〈4.30) 之 问题 B/ 的 
解 。 

如 果 此 解 w (2) 满足 条 件 


(4.36) Re f. w (2)dz= 0, j=1,*,N, 
нй ý 


(4.37) и, (2) =28е|, №, (2) 42+ b, 
€+ 
满足 条 件 
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(4.38) uc(ap =b; }= 1 Jst(as) =b, j=1, “s No 

则 мо (2) 便 是 定理 中 所 要 求 问题 М’ 的 解 。 如 果 (4.36), (4.38) 
中 至 少 有 一 等 式 不 成 立 ， 我 们 可 求 出 方程 (4.30) 适合 边界 条 件 
与 点 型 条 件 

(4.39) вех w(DJ= -o(DhD，tEr， 


(4.40) ImC Xar) wlar)] = ó; = £ A ayani 
0, j=#k, 
之 边 值 问题 的 线性 无 关 解 wi(z)，…，wz(z) 。 现 在 要 证 


ик(2) = 2Ref? WwWk(z)dz(K= 1 …，J) 满 足 
6; 


u (а?) uar) 
Ір = Ref, Wi (2) 2, 
í 


U, баъ) ~ из (ал) j=N’,*, М, № = №+1 
Ia Ty к= 1,5, J. 
(4.41) 1= | … У wig 到 0， 


T … Is: 
u, (а,)  u;j(a,) 


и (am) + ш (ат) 
假如 1= 0， 则 有 不 全 为 0 的 实 常 数 di(k=1,…,J)， 可 使 方程 
(4.28) 在 区 域 D 内 的 解 


了 
(4.42) u(z)= У? 2dkRe| указ 
kal а 
适合 条 件 
(4.43) Re (99 асе ве], мазо, j= 1 N, 


(4.44) и(а) =0, j=l, ulat) =0, ј=1,-:, Na 
根据 定理 4.1 HA, u) =0, м =xz= 0， 当 zED.。 
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J 
ху wa) = > dewa’) = dj = 1 =, ЖЕО А, k 
kel 
I 关 0。 因 此 ， 线 性 代数 方程 组 


1 


Y dkuk(a) = –и,(а/) +b, j= 1, №, 
kel 


J 


аә | а= -lm і, =s N, 


J 


并 dhuk(aji) = -и (aj) + bj 1=2, m 
` ke1 


具有 唯一 解 d, dr, 而 函数 


Р s 
(4.46) шб) = 2ке EmO + Dda z+ b 
便 是 方程 〈4.28) 之 问题 M' 的 解 . 

为 了 证 明 方程 O.D 之 问题 M 的 可 解 性 ， 我 们 还 需要 以 
下 的 引 理 ， 

引 理 4.2 ”对 于 方程 (4.28) 适 合 边 界 条 件 (4.2)、(4.6)、 
(4.7) 之 边 值 问题 M， 如 果 将 (4.3)、(4.6)、(4.7) 中 关于 zt*(t)、 
bi. b; 的 条 件 改 为 
(4.47) Calti), Г]<1, lbj|<l, ј=1, =, J, (<А, 

ј= 1 №, 
REL 是 非 负 实数 ， 则 方程 (4.28) 之 上 述 问 题 Ms 05 Ми (2 № 
足 估 计 式 
(4.48) Liw= С.у, DJ<Mol,, 

Lu= C[u, О, ]+ Clou, T ISM; 
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其 中 Bp,w(z) 如 (4.13) 式 中 所 设 , Mi = M;(p,k,a,1, D), j=6.7, 
证 若 刀 =0， 由 定理 4.1 即 知 (4.48) 式 成 立 。 若 五 >0， 则 

函数 v(2) =и(2) / 是 方程 

(4.49) u, — КеГА, (2)0,]= 0 

适合 边界 条 件 

(4.50) Re[XAG9U,]+ o([u(t) + ht) = z(0/1l, +ЕГ, 


(4.51) vlaj) =bj/l, j=1,-,J, fr, (a0=0, 
v(a’) =b*/l, j=1,.…, № 

之 问题 Ms 的 解 ， 注 意 到 

Сат) /l, T1<1, |b;/l,|<1, j=1,:-,J, |b*'/l,|<1, 

j=l, Na. 
根据 定理 4.2， 可 得 

Сам 7) /1, DI<M,, 

C[u(2)/l, De]+ C,[o (ви), TI<M,, 
从 上 式 便 得 估计 式 (4. 48)。 

定理 4.5 设 二 阶 方程 ал) 满足 条 件 Cs， 则 其 问题 Mx 
是 可 解 的 。 

证 仿照 定理 3.2 的 证 法 ， 使 用 推论 3.1 中 的 ЖЖ УС, 
业 (z)， 将 求解 方程 (1.1) 之 问题 M。 的 解 u(z) 转 化 为 求解 方程 
(4.14) 适合 边界 (4.15) 之 问题 Ms HAU (z) = [u (z) — 0(2)3/ 
到 (2。 因 此 ， 不 芒 只 证 明 方程 8.79 适合 边界 条 件 〈4.2)、 
(4.6), (4.72 ВМ, 的 可 解 性 。 我 们 考虑 带 有 参数 e(0<e 
<1) 的 边界 条 件 
(4.52) Re [AGDu, ]+ eo(tu(t) =r(t) -o (hC, tET, 
其 中 r(D EC., FERE (4.14) 适合 边界 条 件 (452. 
(4.6)、(4.7) 之 问题 M. 的 解 。 

B e=0, 由 引 理 4.1, 知 此 问题 Me 可 解 。 如 果 对 8= e, 
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(0 和 se<1)， 此 问题 M. 对 任意 的 7(t) ECa(T) 可 解 ， 我们 将 证 
明 ， 存 在 与 e 无 关 的 正 数 6， 对 适合 条 件 |e 一 250, 0<e<1rh 
的 所 有 参数 s， 问 题 M, 均 可 解 。 将 边界 条 件 (4.52) 改 写成 
(4.53) Re(A(t)u]+ & 0 (t)u(t) = (е, – 2)o(t) ut) + r (t) 
-a(t)h(t), 1ЕГ. 
将 引 理 4.1 中 所 求 得 的 解 ww(2) 代 入 上 式 右 边 w(t 的 位 置 ， 可 知 
(4.28) (4.53), (4.6), 、(4.7) 之 问题 M, шб), НЕ 
4.29, w, (2) = ПО) ш, ЕС» (р), В. СГи, (2), D+] + 
C.[o (tu (t), TIAR. WRZE 3.6 的 证 法 ， 可 得 函数 序 列 
4и, GG) } 满 足 边界 条 件 
(4.54) Верин 1+ E00 (t)u,, (t) = (g— e)o(t)u,(t) 
+r(t) -ol(t)h(t), t€T. 
而 函数 u, (2) -un(z) 仍 是 《4.28〉 的 解 ， 且 满足 边界 条 件 
(4.55) ReLA(Ct) (u,,i-u,)l+ 606) (ил, - Un) 
= (— €) O(t) (u, —u,-) -0 (ВВ (t), ТЕГ, 
(4.56) и„. (а) -и,(ар=0, j=l, Л, 
usa (ай) — ш, (а) = 0, }=1, No. 
由 于 Cal (е, - г)0(#) (и„- Uni), TJ<|e,- e|L, (ии - И) 
< [в — e|[L,Qw, – 1-1) + L, (u, — u,-4) 1, ` 
根据 引 理 4.2 便 得 
Та (Уна Wn) + L, (Ильи — Un) <|e, — #@|M,[ L, (Wr — Wa-1) 
+L,(u, — Un-1) 1, 
这 里 M,= M + М,+1, Ж 0=1/2М,, M 3⁄4 ieo- 引 < 和 9 时， 就 


Ж Оюн) + (ии Un) «шо =) 


+ L,(u, —u,-) 1, 
由 C. (D) xL-(D*) x Ce(m 空 间 的 完备 性 ， 则 知 存在 wx (2), # 
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w.(z2) = Tu C€ C (D), и. (2) È LoD), ot ult) ССГ), 
并 且 当 n—co В, L,Gw,—- w.) + 1, (и, —u+)—>0, Tü u* (z) й Е 
lep- ej 和 8 时 (4.28) 适 合 (4.52)、(4.6)、(4.7) 之 问题 M, 的 解 ， 


这 样 便 椎 知 e= 0，…，[ 二 |5，1 时 间 题 Ms 可 解 ， 特 别 当 e= 1， 


Y(t) =Tr(t) 时 间 题 M, 可 解 ， 此 解 就 是 方程 (4.28) 适 合 〈4.2)、 
(4.6)、(4.7) 之 问题 Me 的 解 。 

定理 4.4 在 定理 4.3 的 条 件 下 ， 二 阶 方程 ар 适合 边 
界 条 件 (4.2)、(4.7) 之 问题 M 有 т’ 个 可 解 条 件 。 

证 设 w(2) 是 方程 (1.1) 之 问题 M* 的 解 ， 如 果 uz Еда 
(ji = 1 …，m/) 都 不 是 极点 ， 则 wu(z) 在 闭 区 域 万 上 连续 ， 即 形 如 

(4.12) АНИ) т’ 个 常数 cj(j=1，…,m’) 都 等 于 0， 则 此 解 

ulz) 也 是 问题 M 的 解 。 当 这 т’ 个 条 件 成 立时 ， 

(1) 当 m>> 工 时 ， 问 题 M 的 通 解 4(z) 包 含有 m 个 任意 实 常 
数 ， 这 可 从 (4.6) 式 推出 ， 

(2) 当 m=0 时 ,问题 M 的 通 解 w(z) 包 含有 1 个 任意 实 常 
Ж. 

本 节 的 内 容 可 参看 文 [128]33) 。 


$5 二 阶 方程 的 Poincar& 边 值 问题 = 
我 们 先 讨论 一 种 特殊 的 Poincaré 边 值 问题 。 
一 、 二 阶 方程 一 种 特殊 的 Poincaré 边 值 问题 


БИШ Р, 求 方程 (3.56) 于 N+ 1 连通 圆 界 闭 区 域 万 上 的 
连续 可 微 解 w(z)， 使 它 满足 边界 条 件 
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G.D BE ат +28, t€T, u(0) =b, 
其 中 -所 -表示 沿边 界 T 上 的 点 上 + 在世 方向 的 方向 微 商 ， Tü % НЯ, 


线 方向 刘 的 交角 不 超过 子 , 当 t ET -Tosh(t) 是 待定 的 实 值 函 数 ,b。 


是 实 常 数 。 使 用 公式 (3.31)， 可 将 边界 条 件 〈5 .1》 写 成 复 形式 
(5.2) Ве Ари] = т() +В(#), t€T, u(0)=b,, 

REAG) = cosB+ isinB=eis(V，B(t) 是 点 1ET EB x 轴 方 向 与 
THM, ЛЕГ, Е, созбу, п) (Е, 但 我 们 设 МО, 


T) ECa(T)(0<a<1)， 又 这 里 只 讨论 标 数 K= 2. Агата) 


>N-1 的 情形 ， 当 KK>N 时 ， 取 h(t)=0， 而 当 K=N-1 时 ， 
h(t) 如 (3.19) 式 中 所 设 。 如 果 在 T} E, cos(v, n)=0,1<j<N, 
则 设 


(5.3) fr t(t)ds=0, ulaj) =), 
і 


RE а;ЄГ, 03, ЖИ ЕГ, = mi+ … +Two(N,<N) 
+, сов(у, м) = 0， 而 在 rs* = Twu+i+ …+Tw 上 不 具有 这 种 性 
质 。 此 外 ， 我 们 还 要 求 上 述 解 x(z) 满 足 点 型 条 件 

(5.4) Im[X(t)u;J|-a = 6), j=N+1,., 2K-N+1, 


JRuhaj(j=N+1,::, 2N- K+1)E T, 上 不 同 的 点 ,aij(i= N+ 1, 
…，2K -N+1) 都 是 实 常数 。 

定理 5.1 设 二 阶 方程 (3.56) 在 区 域 D 上 满足 条 祭 C， 则 其 
问题 P, 存在 唯一 解 &(z). 

证 令 w(z) = xz， 我 们 先 求 一 阶 复 方程 
(5.5) wa— Re[A,(z)w]= А, (2) 
适合 如 下 边界 条 件 与 点 型 条 件 之 问题 B 的 解 w(z)。 
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(6.6) Re[X(pw(t)]J=r(t)+h(t), t€T, 
(5.7) Im[X(a;yw(a;)]=b;, 
e= 1" 2K-N+1, КМ, ' 
1e, N, K=N-1. 
根据 第 三 章 定理 5.5， 上 述 问题 B 存 在 着 解 w(z)。 由 (5.3) 式 ， 
可 知 
(5.8) Re fr, w(z) dz= Refr KEW do = refr, r(t)d0 = 0, 
1=1,*., №. 
如 果 . 
(5.9) Re 人 wo(z)dz= 0，j= No+1，…，N， 
j 
那么 


(5.10) иба) = 2Ref wads)dz+ b 
° 


在 区 域 D 内 单 值 ， 它 就 是 方程 (3.56》 适合 边界 条 件 (5.2) Z 
问题 P, 的 解 。 否 则 ， 求 出 齐 次 复方 程 

(5.1) wrz— Re[A,(z)wk] = 0 

适合 边界 条 件 与 点 型 条 件 

(5.12) КеГА(т)мь(2) ]= h(t), tET, 


(5.13) Im[A(a;)wk(a,;)J 


zT: ]=1,.., № N+1,::, 2K-N+1, 


эж= poe 
0, j#k, j,k= N t 1, , N 


之 问题 B 的 线性 无 关 解 61020,56, wa), #K=N-1, № 
(5.13) А 7=1, No N+1,…，2K -N+1 代 以 j=1,…， 


No。 我 们 可 证 Die= Rej woaz ВЕ 
j 
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(5.14) 了 = 20. 
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否则 ， 类 似 于 (3.64) 的 证 明 ， 存 在 不 全 等 于 0 的 实 常数 


N 
Crne Сы, $ %(2) = онко) + 
”No+1 

wla?)=0, a? ETj;, j=1,-- N, K>N- 1 

w(a;)=0, j=N+1,-2K- М+1. 
ЖЖМ K=N-1, "ЈАК 63.69), Хч КЪМ, WAF 
ERER 
(5.15) 2K-N+1-N+2N=2K+1<2Np+Nr<2K, 
故 了 关 0。 这 样 ， 仿 照 (3.70)， 存 在 实 常数 Cwokt "Сн, НЙ 


N 
(5.16) w(z) =w (2) + У) crwk(Z) 


k=No+1 


代入 (5.10) 式 中 w(z) 的 位 置 ， 所 确定 的 函数 &(z) 便 是 方程 
(3.56) 适 合 边界 条 件 (5.2) 一 (5.4) 之 问题 P, 的 解 。 

Ée u (z), u,(z) 是 (3.56) 之 问题 P, 的 两 个 解 ， 设 w(z) = 
и, (2) –и,(2), MJ w(z) = wz 是 齐 次 方程 (5.11) 适 合 齐 次 边界 条 件 
(5.12) 与 InLX(oi) w (ai)] =0, jE {j} 之 问题 了 的 解 ， 故 
w(z)=0, ZED, X u(0)=0, Bü u(z)=0, Ви, (2) =u,(z), 
16р, 


二 、 二 阶 方程 一 般 的 Poincaré 边 值 问题 
问题 P。 求 系数 Ai(z) (j=1，2，3) 满足 条 件 C 的 二 阶 方 
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程 
(5.17) u,- ReLA,(2)u;]- zA,(z2)u = A,(z) 
EARR 万 上 的 连续 可 微 解 w(z), 使 它 满足 边界 条 件 


(5.18) + 2eo(tu(t) =2r(D, Г, 


其 中 节 是 边界 TT 上 点 t 的 任 一 方向 向 量 、e (- co<s<co) 是 实 
参数 。 使 用 公式 (3.31)， 可 将 边界 条 件 (5.18) 写 成 复 形式 
(5.19) Re[A(t)u,l+ eo(t)u(t)= т(1), #ЄГ, 


这 里 和 (t)= созВ + {т В = еї, В(1) 4 Er 上 的 x 轴 方 向 与 
芯 的 交角 。 在 现在 的 情形 下 ，cos(v，n) 在 卫 可 正 可 负 ， 也 可 等 
于 0， 即 可 以 与 相 切 。 但 我 们 设 

(5.20) С.ГА), TISI. C.[o(t),T]<1, C,[z(t),T1<1, 


И 34а (1 <а<1), (ооо) аЗ, ПИК = -L Arare) 


称 为 此 边 值 问题 的 标 数 。 
一 般 说 来 上述 边 值 问题 P, 不 一 定 可 解 ， 为 了 导出 方程 
5.17) 之 问题 P, 的 可 解 性 结果 ， 我 们 引入 一 阶 复方 程 
(5.21) w.- КеГА, (2)%№]- eA,(z)u= A,(z) 
适合 如 下 边界 条 件 、 点 型 条 件 与 关系 式 之 问题 Q. 
(5.22) ReLXC()W(t)J= Y(t) +h(t), Y(t)= T(t) - eo(t)u(t), 


t€r, 
X id 
(5.23) иба) =2ge Ciw(z) + D Lla Cu, 
这 里 dj(j= 1,…, NN) 都 是 适当 选取 的 实 常数 ， 使 得 由 (5 .23) 等 号 


右边 所 确定 的 函数 在 D 内 单 值 ，C。 是 任意 实 常数 ， 又 
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0, tET, КРМ, 
[Ri 2ЄГ,, 1<)<М- К һ<к<и, 
10, t€r;, N- K<j<N+1 

(5.24) №) = Mn, t€T;, 1<j<N 


| saq k<0, 

h + Re) (H++iHB;)t",t€T, 
RiBh;G= 0, 1,::, №), H£(m=1,-, -天 -1) 都 是 待定 实 常 
数 。 

设 二 阶 非 齐 次 方程 (5 .17) 的 系数 满足 条 件 C， 根 据 第 三 章 定 

理 5.5， 一 阶 复方 程 (5.5) 适 合 边界 条 件 | 
(5.25) е wt)I=Y(t) +h), t€r 
之 边 值 问题 Q, 具有 通 解 


(5.26) WG) = w, (2) + Ус (2), 


这 里 wo(z) 是 上 述 问题 Q, 的 一 特 解 ，wn (ma = 1，…，m， 


n= PES KON RAE OAO = 0， r(t) = 0) 的 线性 
K+1, 0<K<N 


无 关 解 的 完全 组 。 又 H, 是 复方 程 
(5.27) ws-Re[A,(z)w]= A,(z)u 
适合 边界 条 件 与 点 型 条 件 
(5.28) Ве ГАС) w(t)]= -oc(t)u(t) +h(t), t€T, 
(5.29) Im[À(a;)w(a;j)]= 0, 

Е} = 人 2K-N+1, K>N, 

N-K+1,.%…, N+1, 0<K<N 

之 问题 Q, М, Rha, b; 如 第 三 章 (5 .6) 中 所 述 。 并 可 得 知 
H, ж ulz) EC! (D) $) w2) СССр) (В = min(a,1 — 2/p)) 的 线 
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性 有 界 算 子 。 记 (5.23) 中 的 积分 为 H,w, HJ 

z x id 
6.30) Hiw=2Ref | w Q) + № 
ЯН, ÆA w(z) ECe(D) 到 wlz) EC 万 ) 的 线性 有 界 的 完全 连 
续 算 子 。 由 (5 .30) 与 w(z) = W(2) + eHuu， 可 得 非 齐 次 积分 方 
程 


(5.31) и-еН,Н,и= Нум, (z) +bo+ Yc Hwa (D, 

而 HIH, Æ CD) 上 的 线性 有 界 的 完全 连续 算 子 〈 见 书 [67] 第 = 
章 ), 因此 可 将 Fredholm 定理 应 用 于 (5.31), 设 ej(j=1，2,…): 
<le Sle S Sle Sleen S 是 齐 次 积分 方程 

(5.32) и-еН,Н,и= 0 

的 离散 特征 值 。 

下 面 先 讨论 K>N 的 情形 。 若 e 不 是 前 述 特征 值 ， 则 非 齐 次 
积分 方程 (5.32) ARU), CEH 2K- N+2 个 任意 实 常 
数 .将 ulz) 代 入 关系 式 (5.23), 并 取 其 中 的 dj = 0(j = 1 =N), E 
得 到 N 个 代数 方程 组 。 以 S 表示 上 述 任意 常数 的 系数 矩阵 的 秩 ， 
S<min(N，2K- N+ 2)， 则 可 确定 2K -N+2 个 任意 常数 中 的 5 
个 ， 同 时 也 确定 了 NN 个 代数 方程 中 的 S 个 等 式 ， 如 果 另 外 N-S 
个 等 式 也 成 立 ， 那 么 从 (5.23) 所 确定 的 函数 4(z) 便 是 方程 (1.1) 
之 问题 P, 的 解 ， 此 时 方程 (5.17) 之 问题 P, 的 通 解 包含 有 
2K-N+2-S 个 任意 实 常 数 。 又 若 e 是 (5.32) 秩 为 q 的 特征 值 ， 
如 书 [117]1) 定 理 4.18 的 证 明 ， 按 照 Fredholm 第 三 定理 可 写 出 
非 齐 次 方程 (5.31》 的 可 解 条 件 ， 就 得 4 个 代数 方程 组 ， 以 确定 
2K-N+2 个 任意 实 常 数 Cu， Ci,…，Czg-N+t1， 用 Sl 表 示 对 应 
系数 矩阵 的 秩 ,S,<min(q，2K -N+ 2), 则 如 前 可 确定 2K- N + 2 
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个 常数 中 的 S, 个 ， 也 确定 了 q 个 代数 方程 中 的 Si 个 等 式 。 然后 
将 所 得 的 含 2K -N+ 2+4- Si 个 任意 常数 的 解 &(z) 代 入 (5.23) 
式 ， 令 其 中 的 dj = 0(i= 1，…，N) 以 S: 表示 对 应 系数 矩阵 的 秩 ， 
S.<min(N,2K -N+2+4-S,)。 同 时 也 可 由 此 N 个 代数 方程 确 
定 S, 个 等 式 , 并 且 也 确定 了 2K- N+ 2+ q - Si 个 常数 中 的 S, №, 
如 果 另 外 N - S: 个 等 式 也 成 立 ， 那 么 如 前 ， (5.23) RIRH ulz) 
就 是 方程 (5 .17) 之 问题 P, 的 解 。 这 样 便 知 ， 方 程 (5 .17) 之 问题 
P, 有 N+q-si-s: 个 可 解 条 件 ， 而 当 这 些 条件 成 立时 ， 其 . 解 
&(z) 包 含有 2K- Nt+2+94-Si-S: 个 任意 实 常 数 。 当 K<N 时 ， 
也 可 用 同样 的 方法 讨论 。 这 样 ， 我 们 便 得 以 下 的 结果 ; 

定理 5.2 对 于 二 阶 非 齐 次 方程 (5 .17) 之 问题 P:， 当 不 是 
相应 齐 次 方程 (5 .32) 的 特征 值 时 ， 有 

а) 当 K> N 时 ， 其 问题 P, 有 N-S 个 可 解 条 件 ,5S < 
min(N, 2K-N+ 2); 

(2) 当 0<K<N 时 ， 问 题 P: 的 可 解 条 件 的 个 数 为 2N-K 
-S$, S<min(2N- K, К+2); 
(3) 当 K<0 时 ,问题 P, 在 2N- 2K-1-S 个 条 件 下 可 解 ， 
S<1。 š 
XE е 是 相应 齐 次 积分 方程 5 .32) 秩 为 4 的 特征 值 ， 那 么 
(4) 3 K2>N 时 ， 问 题 P: 有 N+4q-S 个 可 解 条 件 ，S 志 
min(N+q, 2К-№+2+а); 

(5) 当 0<K<N 时 ， 问 题 P, 的 可 解 条 件 的 个 数 为 2N-KK 
+q-S, S<min(2N— K+g, К+2+а); 

(6) 当 K<0 时 ,问题 P, 在 2N-2K-1+4q-S 个 条 件 下 可 
Ж, S<min(2N-2K-1+q, 1+4) (可 参看 [128]31))。 
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第 五 章 多 个 未 知 函数 的 椭圆 型 方程 组 


本 章 将 讨论 多 个 未 知 函数 的 一 阶 、 二 阶 的 线性 与 非 线性 一 至 
酉 加 型 方程 组 ,但 主要 是 讨论 一 阶 线性 一 致 梢 圆 型 方程 组 .我 们 先 
给 出 超 解析 函数 的 概念 与 一 些 性 质 ， 然 后 考虑 广义 超 解析 函数 的 
性 质 与 一 些 边 值 问题 ， 进 而 介绍 一 类 多 个 未 知 函 数 的 一 阶 线性 机 
凤 型 方程 组 的 问题 ， 最 后 将 研究 较 一 般 的 一 阶 、 二 阶 椭 贺 型 方程 
组 的 某 些 基本 边 值 问题 。 本 章 中 所 得 的 结果 是 前 两 章 中 的 一 些 结 
果 的 推广 。 


$1 广义 超 解析 函数 的 概念 与 性 质 
本 节 将 引进 超 复数 与 超 解 析 函 数 的 概念 ， 然 后 介绍 广义 超 解 
析 函 数 的 Green 公式 与 Cauchy 积分 公式 。 


一 、 超 复数 的 概念 
引进 满足 以 下 条 件 的 元 素 i, e: 
(1.1) Ë= -1, te=ei, e=1, е'=0, 


这 里 7 为 正 整数 ， 而 e 可 取 为 rxr 方 阵 


0 ... 0 0 
(1.2) а 
ото. 


Я вк (к=0, 1,--, r-D 表示 7 个 复数 ， 则 称 
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r-i 
(1.3) a=} ag 


k=0 


为 超 复数 ， 超 复数 可 仿 复数 那样 定义 加 、 减 乘 三 种 运算 ,并 定义 
il = Уа, RIRE 
k=0 


(1.4) lab|<lallb|, la+ bl<lal+ jbl, 
а, 称 为 a 的 复数 部 分 ， 如 果 oo 去 9， 则 超 复数 a 具有 倒数 
a = 二 =q= Eue, 
k=0 


事实 上 ， 只 要 确定 a = ое, 8 
k=0 


[5 [5 ае | = 1, 


ERRE, Masi, as- Gih RARR TAE 


ao а? 


а", а. RZ, CERAH: a 具有 倒数 ， 则 0,550, 
现在 用 超 复数 表示 复方 程 组 


Wiz = А, + Boo Wo + Fo, 
(1.5) (Yet Ом: = Ам, + Вий! + Aliowot+ В, + Е, 
Wr- ra t Олу, s= + О Wa; = А, раа 
+ В, 151+ Аура Ву рез Ма + eee 


+ Ar_vowo + Br_1,0 + F,_,, 
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`Ë 


引入 超 复 变 函数 w(z)、F(z) RQ, А, B 


т-1 
(1.6) w(z) = У еи, (2) = (wo(z)，…，Wr-i(z))7， 


keg 


7-1 
Е(2) = УјеЕ,(2), 


ke0 


ra 0 eee 1 JAn о 
(1.7) Q= Уе, = 9... Р :小 A=|: `, ， 
kel : Е 


е, И 


/Boo 0 \ 


B= 
| 

О: = 002), Ajk= Ajr(z), Byr=Bjx(z), j. k=0, **, r-1, 
0,=0, M| (1.5) 可 简写 成 

(1.8) . Dw = Aw+ ВЯ + F, 

这 里 D=( ).+0( ).. ВЕН: 当 r=1， 则 (1.5) 就 
是 第 三 章 中 的 复方 程 (0.3) R 2.1). 


二 、 超 解析 函数 的 概念 
现在 考虑 特殊 的 复方 程 组 
(1.9) Dw= 0, 
不 妨 设 DD 是 有 界 区 域 并 把 在 D 内 几乎 处 处 满足 1.9) 的 正则 解 


7-1 
(2) = емко 称 为 超 解析 函数 ， 这 里 所 说 的 正则 解 的 意义 


与 第 三 章 开头 所 说 的 相仿 ， 其 中 wi(z) (k= 0，…，r- D HED 
连续 ， 且 属于 Da 


?232， 


容易 看 出 : to(z)=z 是 wos=0 的 一 个 解 ，tx(z)= -T 


„К k 
роо ое wis Qw = 0 R, k=l 
9-1 1.1 


Ш 
7-1 

(1.10) t(z) = 2 esfk(z) = z+ E(z) 
k=0 


称 为 一 个 生成 解 。 又 超 复数 的 多 项 式 P(z) = Ja [t(z)]*(a,， 
1397 


eo n 都 是 复数 ) 也 是 〈1.9) 的 一 个 解 。 
以 下 先 给 出 两 个 定理 ， 


定理 1.1 设 f(2)= Laz 为 解析 函数 的 等 级 数 展开 R, 


其 收敛 圆 为 D= {|z|<R}， 又 EE 是 无 零 宥 的 超 复数 ， 即 e* 的 系数 
为 0 的 超 复数 ， 则 


(1.11) f(z+E)= Утаа + Е 


keo 


在 DD 内 也 收敛 ， 且 在 D 内 闭 绝对 且 一 致 收敛 ， 并 有 


7-1 b. 
(1.12) f(z+E)= y", 


ke0 


特别 对 (1.10 式 中 所 示 的 生成 解 tz) = z+ BE(z)， 有 


r-1 
` 


(1.13) F(z) = Киа) = У ГО Ее. 


Г] 


又 F(z) 是 DD рута, B 


(1.14) ЭЕ (2) = 0. 


证 iB fo mn(z)= Уа", Fla + ВН «аа 
kaen 


< Іа |z СЕ o СЕТ) | < |a,|C(r)k'"! max(1, 


Е) тах(|2|*, |7), С E)|<C(r)max(1,|E|r"!) 


max( Уеа 14°, Ук Чаа"), т, 8 
k kem 


得 ks2k(Kk-1)…(k-r+2)， кет, |+ E) < 
2C(r)max(1, |E|]''!)max(1, |z|") + 


。 Esas 10-0 r+ 2) ак ||", 
Яң. щт, поо, ЕКА D= {|z|<R} 内 均 趋 于 0。 并 可 
证 (1.11》 中 的 级 数 在 D 内 闭 绝对 且 一 致 收敛 。 
我 们 可 在 |z|<R,(<R) 内 任意 调换 级 数 〈1.11) 中 各 项 的 
次 序 ， 而 所 得 新 的 级 数 急 收敛 , 且 其 和 数 还 是 jz+E)。 在 
(1.10) 式 的 级 数 展开 式 中 ， 分 别 合 并 所 有 的 E, ЕЗ... Er. 
E"、… 项 ， 可 得 


巨 " 的 系数 为 boaz =f), 
k=0 


的 系数 为 Укан pa, 


Е! жоу УК Пан. PO 
大 = 


1.2. (r-1) -Dp 


. 234, 


Еј = r，r+l,…) 的 系数 均 为 0。 
因此 在 |z|<R, E. (1.12) 式 成 立 。 特 别 有 01.13) sÇ, 

又 不 难得 知 ，DF(z) = f(t(z))Dt(z)， 因 而 在 如 内 (1.14) 
式 成 立 ， 即 F(z) 是 了 内 的 超 解 析 函 数 。 

定理 1.2 设 F(z) 是 圆 了 = {lz|<Ri 内 的 超 解析 函数 ， 则 
EDAK, ж : 


7-1 


(1.15) Е(2) = PO faae, 


s.o 


其 中 K2) 为 (1.9) МЕЖ, hG2)(k= 0, 1, e r-1) 都 
是 了 内 的 解析 函数 。 


t-l 
证 it F(z) = J F:(z)e", BQ DF(z) = 0, #8 [Fi(z)]z= 


к-0 


0, 26р, H (1.13), %LF,(t(z)) 是 了 内 的 超 解析 函数 ， 考 
Ж 


7-1 
G,(z) = F(z) - R) = У (ре, 
ke0 


又 从 4.13), M Fi(z) = 0， 且 DG,(z)=0, Tü Fi(z) 为 也 内 的 
解析 函数 ， 再 作 


7 一 1 
G,(z) = F(z) - F,(t(z)) – Fi(t(z))e= Y! F2(z)et, 


ко 


显然 Fi(z) = Fi(z)=0, Н рс, (2) =0， 而 Fi(z) 是 了 内 的 解析 
函数 。 依 此 类 推 ， 可 得 
7-2 


G,-,(z2) = F(z) – ДЕ (4(2)) "= Frz1(z)er—1, 
ke0 
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面包 -1(z) 是 DD 内 的 解析 函数 ， 再 从 《1.13)， 知 Fi(z)e = 
-1(t(z))e'-!， 于 是 有 
retl 


F(z) = Y FE(t(z))es。 


kep 
定理 1.2 证 毕 。 
因为 从 定理 1.1， 如 果 办 (z)(k = 0，1, …，r- 1) РАМ 
r-l 
IR, MJ fi(t(z))e* 是 卫 内 的 超 解析 函数 ， HLAO) e" 


也 是 超 解析 函数 。 这 表明 以 上 两 个 定理 互 为 逆 定 理 。 


三 、 广 义 Green 公式 

复方 程 组 〈1.8) ИИ 
(1.16) Dw’= – Aw’— B*w’, В*(2) = B(z)t(z)/t(z), 
此 处 设 Q(z)EW3(D),， 即 Q(z) €W1(D), k=0, =, r-1, 又 
A(z)、B(z)、F(z)ELp(D)，p(>2) EXE g, N= tzzs 
+423 ds EXI р ГАК, 这 里 还 假定 了 是 逐 
段 光滑 闭 曲线 ， 即 FEC!。 设 w(z)、w!(z) 分 别 是 复方 程 组 
(1.8) 与 《1.16) 于 区 域 D 上 的 解 ， 由 Green 公式 ， 有 


(1.17) Е [дао as 
= Јна odz 1242) 


= Д гуру (аз - Q(z)dz) 


= Íj: Qyiwt.) + (му От.) „140, 
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= [| ере сало: млн, = 


= Jt pw + wDw') + ww'[t,z + (01,):]} 40 


由 于 在 DD 内 有 
tz2+ (Qt,); = [Dtz)]z= 0, 
则 从 (1.17) 得 


(1.18) Re 二 [seo waya = 


= Reff iwaw - Aw- Вт) + w(Dw' 
+ Ам + B*0') ]40, 
= Ве | [м Fdxdy, 


这 样 我 们 便 得 以 下 定理 : 

定理 1.35 设 有 界 区域 D 的 边界 TEC!, X Q(z) Єр), 
A(z)、B(z)、F(z) ELp(D),p>2， 则 对 方程 组 (1.8) 与 (1.16) 
于 万 上 连续 的 正则 解 w(z)，w'(z)， 有 | 


т. 


(1.19) 4 [ров = jt w+ wDw’) во, 


ЖН (1.18) RRX. WEW 是 〈1.8) 的 齐 次 方程 组 的 解 ， 
此 时 F(z) =0， 则 有 


(1.20) Ве [гусь (дана) =0. 


Ш. ГХ Liouville 定理 

在 第 三 章 的 定理 1.1， 我 们 给 出 了 广义 解析 函数 的 相似 原 
理 ， 特 别 是 Liouville 定理 ， 现 在 我 们 给 出 〈1.8) 的 齐 次 方程 
组 


• 237 • 


(1.21) Dw= Aw+ ВФ, A(z), B(z) C€ Ly, (D) 
的 相应 结果 ， 而 (1.21) ERR D 内 的 连续 解 就 称 为 广义 超 解 
析 函 数 。 

先 要 说 明 : 车 w(z) = Уса + оде 是 方程 组 (1.9) 在 全 
PHE 上 的 正则 解 ， 也 就 是 超 解 析 函 数 。 从 一 中 可 知 ，w(z) Я 
有 倒数 的 充 要 条 件 是 w+iv。 关 0。 由 于 (uo+ivo)s=0,， 即 ú+ 
iu 是 R 上 的 解析 函数 ， 如 果 它 不 是 常数 , 则 它 的 零点 是 孤立 的 。 


故 若 w(2) 不 是 常数 ， 它 不 具有 倒数 的 点 也 是 孤立 的 。 
又 对 于 超 解析 函数 ,关于 解析 函数 的 可 去 奇 点 定理 仍 成 立 , 事 


7-1 
ЗЕЕ, 设 w(z)= J wz) Æ (1.9) # G, 0<|z-z|<R, 
397 


(<) 上 有 界 的 正则 解 ， 这 里 G 是 也 内 一 区 域 H + wo(2) 
是 woz= 0 在 G 内 有 界 的 正则 解 ,也 就 是 解析 函数 ， 故 z, Sw, (z) 
的 可 去 奇 点 ， 定 义 wz) = ть 69 然后 考虑 复方 程 wiz+ 


Qiwoz=0， 只 要 Qi(z) 在 G 上 有 界 可 测 ， 则 Ом. € Ly(G), 那 
么 由 第 三 章 定理 1.9，wi(z) 可 表示 成 wi(z) =P) + pa), 
3.00) = ТО, fE G ЯН, ФО EG 内 有 界 解析 , 因此 
5 R p (2) 的 可 去 奇 点 ， 定 义 Ца) = Пти). 依次 类 推 ， 


均 可 定义 wk(zo) =limwx(z), k=2,.…，r 一 1， 这 就 表明 z, 是 超 
解析 函数 w(z) 的 可 去 坷 点， 并 有 wz) = limw(z)。 
为 了 后 面 的 需要 ， 现 在 引入 超 复 变 函 数 w(z) 的 重 积分 


(1.22) wlz)=J0=- ee г в dos. 


如 果 @(z)ELpns(E)，2<p<co， 使 用 书 [117]1) 中 的 方法 ， 可 
证 
"233。 


(1.23) [w(z2)|<M,L;.,(@, Е), 
(1.24) [w(z) -w(z,)| <M,L;,,,(@, E)|z,- 218, z. #,€E, 
(1.25) |0) 1<М,1,.0, E)|z|"2, 4|z|= R2>1, 
这 里 B=1-2/p，R 都 是 正 数 ，Mj= Mij(p), ј=1, 2, М,= М; 
Ф, К), 

定理 1.4 #0(2) 是 超 复 变 函数 ，o(z) C Ly,(D), р>2, 
又 t(z) 是 前 述 生成 解 ， 则 在 区 域 D 内 ， 有 
(1.26) D(Jo) =©(2). 

证 о 有 


1 ë 
- lfr i агуй (O + Do) = 1(D9), 


故 


еони fon (- ове ае 


ее оо (2 kasa о) 
= - Í fot ($) рфЈодо;, 
АНЯ, НМ (1.26) 式 成 立 。 
以 上 结果 也 可 推广 到 全 平面 E 上 去 。 
定理 1.5 kwo) 是 复方 程 组 (1.21) 于 全 平面 上 的 有 
界 连续 解 ， 则 w(z》 可 表示 成 
(1.27) м(2) =ce%2, g(z2)=J@, @(z) € Ly, (E), 
这 里 w(z)ECe(E)，8= 1- 2/p，c 为 一 超 复 常数 。 
证 ие) =0, z€ D, ЖИ ф(2) =0, c=0。 如 果 


7-1 

w(z) = Em 不 恒 等 于 0， 则 在 0<k<r-1 中 必 有 一 整数 
ke0 

K, E м.б) =0, М 0<k<K, Ш wa (z2)3=0, WE 
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мк: = Аккук + Вккок, 
Я wr(z) 是 已 上 有 界 的 广义 解析 函数 ， 它 不 恒 为 0， 由 广义 解 
析 函数 的 Liouville 定理 , 可知 wr(z) 在 E 上 没有 零点 ， 故 
№хк(2) |268, ЗЕЕ. в 


7-1 7-1 k 
o= (£ wiet) ет > (Арп + Вит), 
к ет AS 


£B 3166 Lp, (E) 及 


ое 
(1.28) мо = ex( ers )o 
K 


Tei k 
= Уе" У (Атм + Вы) = DW, 
k=K meo 


52 


1 

@= Jo, Ф(2) = w(z)e"*(2, 
由 定理 1.4， 有 
(1.29) рф = Dwe-*- wDye-°= 


= мае"? – w@e °” = 0, 
这 表明 Ф(2) 是 了 上 的 超 解析 函数 。 由 于 (1.23), TA Ф(2) 
是 有 界 的 ， 且 
g@G)=0([z|"2), 8=1-2/p, Ша EBK. 
因为 对 超 解 析 函 数 ， 相 应 的 Liouville 定理 仍 成 立 ， 故 中 (z) =c, 
“是 一 超 复 常 数 。 这 样 ， 便 知 w(z) 具有 表示 式 а.27). 
以 上 定理 实际 上 就 是 广义 超 解 析 函 数 的 Liouville 定理 。 


五 、 广 义 超 解析 函数 为 基本 核 
为 了 证 明 广义 超 解析 函数 基本 核 的 存在 性 ， 现 在 先 证 以 下 定 
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EE: 
定理 1.6 对 于 复方 程 组 (1.21)， 其 中 系数 4(z) Вб) 
C Lp (E), 2<p<co, 则 存在 两 个 函数 : 
exp[@, (2) — o) (6) J 
2[t(€) -t(2)1 


(1.30) X,G, 6) = 


e, о ~ 
3х 0; (2) €C (E), В=1-2/р. oj = O(|z|-2), У |1] 充分 
大 ,j= 1，2， 又 它们 是 复方 程 组 “ 
(1.31) Хуб, OJ +AG)X;G, £) +B(2)Xi(z, 0) = 0， 
j=1, 2 于 E- {6} 上 的 解 ， 称 为 《1.21) 的 基本 解 组 。 

证 НЮ Х.б, С). ЕФЕС, HEX ВО) = 
B(z)[t(z) -tO IAG -tO 1, Я B (z) € Ly, (Б), іа Pw(z) 
= (Ал + Ва) (2) - J (Aw+ BD) (E)， 我 们 要 证 积分 方程 组 


(1.32) № (2) + Pw(z)=1 

ECE) 中 有 唯一 解 w(z)， 根 据 积分 方程 组 的 理论 ,这 只 要 证 齐 
次 积分 方程 组 i 

(1.33) vlz) +Pu(z) = 0 


使 v(&) = 0 的 解 恒 等 于 0。 设 v(z) ECE 是 积分 方程 组 (1.33) 

的 解 ， 那 么 可 知 ，v(z) 也 是 复方 程 组 

(1.34) Du+ Av+ By=0 

于 全 平面 E 上 的 连续 解 ， 由 于 v(&) = 0， 从 定理 1.5 知 v(z) =0, 
其 次 ,以 Ww(z) 表 示 积 分 方程 组 (1.32) 在 C(E〉 中 的 唯一 解 ， 

则 它 也 是 复方 程 组 (1.34) 的 解 ， 根 据 定理 1.5，w(z) 可 表示 成 

(1.35) № (2) = Сео) = eË- 

其 中 常数 c=e-? о (2) = обо). Ш (1.30) 第 一 式 所 示 的 

X,G, О 正 是 复方 程 组 (1.31) G= 1) 所 要 求 的 解 。 用 类 似 方 

法 也 可 求 得 X, G, 0). 
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我 们 称 
(1.36) Q(z, Č) = Х, (2,6) + iX, G, 0), 
Q,(z, 6) = Х,(2, 6) -iX,(z, 6), 
为 广义 超 解 析 函 数 的 基本 核 ， 它 们 具有 下 列 性 质 ， 
定理 1.7 ЖЖЕ Q,G, O. 9,G, D 在 E- {6} 满 足 


D[Q,(z, 6) 1+ A(2)0,Gz, 6) + B 2) Q,Gz, ë) = 0, 
D[Q,(z, 6)1+А(2)0,(2, 0) + B(2) Q(z, C) = 0, 
且 对 固定 的 一 复数 4， 当 |z- ¿0 时 ,有 


a.3n{ 


(1.38) Q,G, = ao rat Ole- 0°), 
0,(2, 6) = O(|z— |72), 

又 当 |z| 一 co 时 ， 有 

(1.39) 0i(z，c) =O(|z|”)), }=1, 2. 


证 从 定理 1.6， 不 难得 知 ，0,(z，5) 0.0, O#EE- {6} 
满足 (1.37) 5 (1.39)。 为 了 证 明 (1.38)， 我 们 注意 到 定理 
1.1， 并 取 其 中 的 1(z) =e, WE 


Р Ец Е* 
(1.40) ez+B= 6 x 
这 表明 ， 当 z+E 有 界 时 ，e**F 满足 一 致 Lipschitz 连续 的 条 件 。 
由 于 оуб) (j= 1，2) 是 有 界 的 ， 因 此 存在 正常 数 M,， 使 得 
а, D- 
106) —t(z) 


u |та 9:6) 1— exp0 + ехрГо,(2) -0,(0)]-ехро 
20100) =t(2)] 
<M, (lo, (z) -о, (0) | + lo, (z) — o, (5) |) /216 — 2], 
从 上 式 便 知 有 〈1.38) 的 第 一 式 。 同 理 可 证 G.38) 的 第 二 式 。 
六 、 广 义 超 解析 函数 的 Cauchy 公式 
先 证 明 如 下 的 定理 ; 
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定理 1.8 设 D 是 一 有 界 区 域 ， 其 边界 是 有 限 条 逐 段 光滑 

的 简单 的 闲 曲线 了 组 成 ! 又 复方 程 组 (1.21) 的 系数 A(z)、 

B(z) 如 定理 1.6 中 所 设 ; .函数 w(z) 在 D=D+T 上 连续 ， 它 是 
(1.21) 于 了 内 的 解 ， 则 有 积分 公式 


aan- 二 人 of ово -wD бака. 


р ED, 
o X¢ED, 
其 中 Ail O. 0:2, O PRAE yE 
(1.42) Dv+ Av+B*5=0, B*= B 
的 基本 核 | 
证 设 Xi(z，6) (j=1，2) 为 复方 程 组 (1.42) 的 基本 解 
A, Re 为 足够 小 的 正 数 , i Г, = (12-6|= eh 则 如 第 三 章 
(2.17) 的 证 法 ,有 
rw xe, o ara) уха, 070 


- {fr rox, Odt(z) - wG)X;G, Odi), HEED, | 
0, 4 бЕр, j=1, 2, 
并 且 易 得 


[wong ово won, Dia) 


= 不 \(2)91(#, 6) dt(z) - м) 01а, 6) 42), 8 G€ D, 
0, sep, 
И 9;G, ОО=ь 2) Я 4.42) 的 基本 核 ， 又 因 
limf woa, OO -WO 079100) 
Г, 
NO. ^ (2) 
ety) тӘ 
. 
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=-2л%(0), Ш СЕР, 
于 是 知 (1.41) 式 成 立 。 
定理 1.9 在 定理 1.8 所 设 的 条 件 下 ， 则 有 如 下 的 广义 超 解 
析 函 数 的 Cauchy 公式 。 


aa 证 fwG@o ово -WO0 о 
Ww(z)， 当 z€D, 


“9: 4 z€ D, 
这 里 8;(z，6) G= 1，2》 是 复方 程 组 〈1.9) 的 基本 核 。 
Е (1.4) 式 可 写成 


aao - 51 |а, дано - w@8 2 rO 


I 当 zED， 


0， 当 zë b, 
因此 我 们 只 要 证 明 
(1.45) 0162, :) = - 0006, z), Q,G, ©) = – 0,6, 2), 


事实 上 ， 取 为 尼 够 小 的 正 数 ,并 记 T,= {z-e Tw = 
{1-4 = $}. 根据 定理 1.8， 有 
(1.46) X; G, © 


= -去 人 sr Xiji(S，2) Di(S，2) dt(S) — 
e 


Хуб, 99:6, Z) dt(s), 
再 由 〈1.36) 与 定理 1.7， 可 得 ， 当 |s- 引 ->0 时 ， 有 


1 Š 
(1.47) Х, ($, = о -iT + 008-4 1р), 


КЕЕН ЕЕ, - с š 
Xl, D = HE Iy Os ~ rt, 
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又 当 lslj-~>ce 时 ， 有 
(1.48) Q;(s, 2) =O(|s|7"), X;(s, © =O(Js|”1>,1= 1, 2. 
在 (1.46) h, 42 se->0， 并 使 用 〈1.47) 、(1.48)， 可 得 
X,G; O = - 10006, 2 + GG D], 
(1.49) 
x,G, D = ОЕ, d- 8, D], 


AEREA (1.45) АВ. 


82 广义 超 解析 函数 的 边 值 问题 


本 节 将 讨论 广义 超 解析 函数 的 Haseman 边 值 问题 与 Riemann 
-Hilbert 边 值 问题 。 我 们 仍 设 区 域 了 是 有 界 N+1t 连 通 区 城 ， 
其 边界 FF=To+Pm+…+FwEC<a<tD，P +, Гы Е Го № 
转 的 有 界 区 域内 ,又 0ED, 并 记 D+=D，D-= END* = D; + 
+ Dx， 这 里 EB 是 包含 点 oo 的 复 平面 ，D; 是 以 Po 为 边界 的 无 界 区 
R, D; 是 以 Tj 为 边界 的 有 界 区 域 ，j= 1,…, N. 


一 、 广 义 Cauchy 型 积分 与 Plemli 公式 
RIO СС.(Г), 0<а<1, Ш 


A ое Аб 
eD sos A 于 ра ©, ТЕГ 


就 称 为 广义 cauchy 型 积分 ， 这 里 t) 是 复方 程 组 (1.9) 的 生 
成 解 。 积 分 (2.1) 理解 为 在 Cauchy ЭАЖ ХТА, ВТГ 
上 任 一 点 ， 以 为 中 心 、e 为 半径 作 一 圆周 ， 交 了 于 T、?， 且 
B) 表示 曲线 rrrz"。 可 以 证 明 : (2.1) 的 主 值 是 


N ко 
(2.2) 50) = Е r tO 
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1 f {0-14 
= }(т) + 一 z | e= га) 4:5). 


现在 考虑 


съ [Í О. + 或 D- 
(2.3) Ф(2) яр ту 2 109“, zED' RD. 


设 t 是 TT 上 任 一 点 ， 且 当 EN 有 


+ -1 (06) - б) 
(2.4) 中 +(r) = „#2 „Ф@) = = r- rot © 


m [ _ fO) 
Ы lim T 2ziJrt(Z)- (2) 


dt (G) 


= 工 [s(r) - ўт) fe) = tuos 1%), 
2 


在 上 式 推算 中 ， 使 用 了 
1 =1i 
д лоу тод) = се) 600 
= limln(z — т) = лі, 
1-5 
类 似 地 ， 可 得 


- 106) – 100) 
(2.5) Ф =, Jim ,中 (2) = 52 517 „0500940 


1 fO) 
180 Hla 1090 


= 30900) - 169] 


这 样 ， 我 们 便 得 关于 超 解析 函数 的 Pleml 公式 
定理 2.1 设 1f(r)ECce(m，0<c<l, H s(z) 5 @(2. 分 
别 如 (2.1) 与 (2.3) ж, 那么 对 trEI， 有 


(2.6) Ф") = 30500) + 01, += -fn 
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也 可 写成 (2.7) Ф (т) +B (а) = (т), Ф (т) -Ф(т) = (а). 
HHD) ЕС.( 0). 

证 (2.6) 式 在 前 面 已 证 。 从 (2.6) Я (2.7) Ж. 至 
于 中 (z)ECa( 万 :) 可 从 解析 函数 Cauchy 型 积分 相应 的 性 质 导 
出 。 


二 、 广 义 超 解析 函数 的 Riemann 边 值 问题 

现在 我 们 讨论 〈1.8) 的 齐 次 复方 程 组 〈1.21)， 即 
(2.8) Dw = Aw+ Bi, D=( ).+0( ),, 
RHO, A, BH (1.7) Жл, А, В 在 点 co 的 邻 域 为 0， 且 
满足 


lorl 和 q<ceo，Lz[4ibE]<ko<co， 
(2.9) 
ВЕЈК, j, k=0, 1,55, r-1, 
ЖН 4. К» рРС>2) 都 是 实 常数 、 并 把 求 复 方程 组 (2.8) 适合 


w*(z2), z€D*, 
如 下 边界 条 件 的 分 片 正则 解 w(z) = Í ao sepa V 
у (2), zED7, 


= 0 记 作 问题 R。 
(2.10) %* (2) =G(z2)w`(z)+g(2), 2ЕГ, 
此 处 G(z)、g(z) 都 是 上 的 超 复 变 函 数 ， 即 


7-1 7-1 
G(z) = Уеб, (2), Сь(2) 0, в(2) = Уеб), ЖЕЖ 
k=0 k=0 


(2.11) С«[бь(е), Г)<1,< оо „СаГвь(2) Г] <, 
这 里 a(0<a<1)、1, 都 是 实 常数 。 并 定义 问题 R 的 指数 为 


N 
l Агат (2) = == = Агате С,(2) = Ук» 
1-0 


(2.12) К= 


яф К, = -二 4riargGu(z)， 1=0, 1,--.,М. 
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23 É D7 内 的 周 定点 ，j= 1,….N， 又 


(2.13) Па = Пе - tz) 15, 


了 = 上 


N 
TURHIEN HERRY, KEDVE 


N 
N 
G(z) 的 复数 部 分 为 z I e-z), B Anz" Па- 
jei j 


71-1 

2) 96. (2) = 0, j=0,1, =. М, ШИН (z) SMEDVIG) 
ЖГ БИ Hilder 连续 的 。 我们 可 将 (2.10 的 齐 次 边界 
条 件 
(2.14) Х* (2) =G(z)X-(2), zET 
改写 成 

IT(z)X+(z) = НО) ГЕС) ]8Х (2), 26Г, B 
Бе М (2) Х* (z) — In[t(z)]sX-(z) =1nH (2), ZET, 
根据 超 解析 函数 的 Plemlj 公式 (2.7), 将 1InH(E) (Ç (2.3) 
式 中 的 1(6)， 便 得 


Х* (2) = П (2) er®™, 26р", 
(2.16) Х(2) = 
и =[t(z)] *ev@, z€D-, 


арно 
т) 


Ш у(2) =e, X 
[Х (2) w (2), z€D:, 


dt (O), 


(2.17) W(z)= 
Кв z€ D°, 


那么 复方 程 组 (2.8) 转化 为 
(2.18) DW = AW +B*W, 
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其 中 Bo [POX WIX, zED+， 
B(z2)y(z2)/y(2), zG€D`-, 

又 边界 条 件 〈2.10) 转化 为 
(2.19) + W*(z) – 202) RW” (2) =h(2), ZET, 
这 里 h(z) = g(z)/X+(z)。 我 们 把 边 值 问 题 (2.18)、(2.19) ië fE 
问题 R*， 

现在 分 三 种 情况 讨论 ， 

1. 当 指数 =0。 用 Q,G, D 5 Q,(z, О 表示 复方 穆 组 
《2.18》 的 基本 核 ， 类 似 于 (1.36) 中 所 示 ， 且 它们 具有 性 质 
《1.38)， 因 此 由 Pie nli AR (2.7), М 


Ка 
@.20 жо) = ac， h(E dt le) 


+Q0,(z,É) Фа) 
是 问题 R* 的 一 个 解 。 因 为 当 h(z) =0 Er 时 的 齐 次 边 值 问 
题 RY? 的 解 W(z) 在 全 平面 E 上 连续 , Н W (co) = 0, 根 据 定理 1.5， 
知 W(z) 三 0, (2.20) 中 的 W(z) 是 问题 К" 的 通 解 . 
2. 3 K>0, 我 们 先 要 求 出 复方 程 组 (2.18) 于 D: 内 的 分 片 
正则 解 W,(z)， 直 到 连续 ， 且 满足 条 件 


(2.21) lim[t (2) KW (2) = 0, 
事实 上 ， 设 

№ (2), z€ D*, 
(2.22). и, =Í 


Lt(2) JW (2), z€ D”, 
则 求解 上 述 问 题 R* 658 W (z) 就 转化 为 求解 如 下 边 值 问题 R* 的 
му’, ©). 
(2.23) РУ’, = AW, + B? Wh,, 
В*(2), z€ D°, 
BD 
[1(2)/1(2) КВ” (2), z€ D, 
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(2.24) № + (2) -W;(2) =h(2), ZET, 
Hae, O. Чо, O 表示 复方 程 组 〈2.23) 的 基本 核 ， 则 如 
1， 可 知 问题 КЎ 具有 形 如 下 的 解 


с р 
G2.25) WO = 1 reta, опа 


с! а. о О. 
而 
W,(z), 26р", 
(3.26)  W*(p = Í 

Er) KW (2), z€ D” 
是 问题 R* 的 一 特 解 。 
余下 要 求 出 齐 次 问题 R* 的 通 解 。 这 只 要 求 出 复方 程 组 

(2.27) DW, = AW, + B*[t (2) /t(z) EW, 
在 全 平面 上 的 连续 解 *(z) G? (2), р. Ч z>}, Е#(2)> 
1, GP(z) >, к= 0, 1,5, K-1, Ñ 
Et) "Ft (2), 


ыы ша осна, 


и 2Є0*, 
Gr(z) = 
[1(2) кб (z), 26р- 


都 是 复方 程 组 (2.18) >F Ó Бр М, Н.Е, (оо) = 0, 
К-1 

С,(оо) = 0， 于 是 > [СьРь (0) + dkGr(z)] 是 齐 次 问题 Rz 的 通 
k=0 i 


解 ， 这 里 Ce、dk(k = 0,…,'K-1) 都 是 任意 实 常数 。 而 非 齐 次 问 
题 R* 的 通 解 具有 形式 

Е-1 
02.29) W(z) = Y [CrFk(z) + 06,02) 1 


к-0 
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№, (2), z€D:, 
+Í 
WIW, 2), z€ D-. 
$ 3. 当天 <0， 我 们 仍 作 形 如 (2.22) 的 函数 变换 ， 将 求 问题 
R* 的 解 W(z) 转化 为 求 问题 R$ 的 解 W,(z)， 但 应 使 在 点 < 的 邻 
т 域内 有 МУ, (2) = O(| 丰 -0)。 我 们 考虑 形 如 (2.25) 的 函数 Wi:(z)， 
它 是 复方 程 组 (2.27) + D: 内 的 解 ， 满 足 边界 条 件 (2.24), 但 
不 一 定 满足 W:(z) = O(lzlx-0， 为 了 使 W,(z) 满足 此 条 件 ， 注 
意 到 〈2.27》 ЖЖ А.В? 在 点 cc 的 邻 域内 等 于 0， 则 由 (1.36)， 
- 有 


| " 
0.30) 8070, 0 = гуту» 91, D =0, 


当 |z| 足 够 大 ， 此 时 (2.25) 成 为 


= < "Ei, 二 k 
(2.31) W,G) = У uwor ОХ h(O dt (O. 


k=0 


因此 当 以 下 条 件 成 立时 ， 问 题 RY+、 问 题 R* 是 可 解 的 。 


a (2.32) [| uo yacare =o, k= -K-1, 
通过 上 面 的 讨论 ， 我 们 便 得 以 下 定理 : 
ж 定理 2.2 设 一 阶 复方 程 组 (2.8) 满足 条 件 (2.9)， 则 其 
问题 RR 的 可 解 性 如 下 : 


D ЗН К>0, НЕЕ 具有 如 下 形式 的 通 解 


5-1 
хо Ca FG) + 46009) + wo), 
ke0 


C2.33) w(m = z€p*, 
5-1 
| уф [у Gae вао) + 
| ke0 


\ (1(2)) "Wi ОТ, ZED, 
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这 里 сь, di(k=0,-.,K-1) 都 是 任意 实 常数 ，Fx(z)、Gx(z)、 
Wi(z) 如 (2.28)、(2.25) Вт; 

(2) 当 K<0 时 ， 问题 R 有 2|K| 个 可 解 条 件 ， 如 (2.32) = 
所 示 ， 当 这 些 条 件 满足 时 ， 问 题 R 的 解 w(z) 可 表示 成 
X(z)W,(2), z€ D°, | 


(2.34) №(2) = 
Е (2) JW, (2), 26р, 


其 中 Wi(z) 如 〈2.25) 式 所 示 。 


三 、 广 义 超 解析 函数 的 Haseman 边 值 问题 

现在 我 们 考虑 复方 程 组 (2.8) 更 一 般 的 Haseman 边 值 问题 
H， 其 边界 条 件 为 
(2.35) м*[8(2) ]= С (2) м" (2) + g(z), zET, м(оо) = 0, 
这 里 G(z)、g(z) 满足 条 件 (2.11), Hú 8(z) 是 将 Tj 保持 方向 ， 
同 胚 映射 到 自身 的 函数 ，i = 0，1,…,N， 且 满足 第 三 章 (4.34), 
В} В’ (+) 0, B) ECAT), 0<а<1. 

类 似 于 第 三 章 84， 使 用 满足 边界 条 件 
(2.36) &'[B(2)]= "G, zET, 
在 D+、D- LAHEK K žE), Eoc) = оо, 6(#) D 
也 -分 别 映射 到 A+、A4A-，A+、4- 互 不 相交 ， 它 们 的 边界 都 是 工 ， 
且 4A:*+A4-+ 工 =E， 以 z(6) KRE 的 反 函 数 ， 记 


(2.37) М (© = 2266) 2, 
在 此 变换 下 ， 复 方程 组 2.9 转化 为 
(2.38) DW = А0) + ВОТ, 


RE D= )z-Q( 0). 0-00) /2 (61, А= 207) А tz 
(OJ, В = 27 (6) В[2(6)]. ХЕ (2.35) 转化 为 

(2.39) М) = GOW-(E) + (O, EEL, 

ЖС) +0, GO, 00) E Cal(L)。 这 样 一 来 ， 只 要 求 出 复方 
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ВЕН (2.38) 适合 边界 条 件 (2.39) 之 Riemann 边 值 问 题 R 
J W Сб), W (co) = 0， 那 么 w(z) =W] 便 是 复方 程 组 
(2.8) 适合 边界 条 件 〈2.35) ZER H ki wa), wl) = 0. 
而 问题 五 的 可 解 性 结 旷 也 可 由 关于 〈2.38) 之 上 述 问 题 尺 之 可 
解 性 定理 2.2 推出 

定理 2.3 对 于 复方 程 组 (2.8) 之 问题 H， 

(1) 当 指 数 K>0 时 ， 它 在 点 co 等 于 0 的 解 是 存在 的 ， 其 通 
解 w(z) 包含 有 2K 个 任意 实 常数 

(2) 当天 <0， 在 2|K| 个 实 等 式 成 立 的 条 件 下 ， 此 问题 卫 是 
可 解 的 。 


四 、 广 义 超 解析 函数 的 Riemenn-Hilbert 边 值 问题 
这 里 讨论 的 区 域 卫 是 如 前 所 述 的 N+ 1 连通 区 域 。 我 们 仍 设 
一 阶 复方 程 组 〈2. 8) 在 区 域 D 上 满足 (2.9) 中 所 示 的 条 件 , 并 
把 求 (2.8) 于 万 上 的 连续 解 w(2)， 满 足 如 下 边界 条 件 的 边 值 
问题 记 作 问 题 A. 
(2.40) Re[ÀA(z)w(z2)J= R(z), ZET, 
这 里 入 (z)、R(z) 都 是 超 复 变 函 数 ， 和 (z) 20,1 (2) R2) € C,(D), 


去 <e<1. 此 边 值 问题 的 标 数 定义 为 


(2.41) К= = Aras À (2) == Arargh (2), 


№(2) 为 和 (2 的 复数 部 分 。 
为 了 讨论 上 述 边 值 问 题 A 的 可 解 性 ， 我 们 引入 复方 程 组 
(2.8) 适合 如 下 变态 边界 条 件 之 问题 B. 
(2.42) RefA(z)w(z)1= К(2) +h(z), ZET, 
其 中 h(z) 具有 如 下 形式 
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7-1 
(2.43) h(z) = Уһ. (2)е", 
k=9 
0, zCT, 34 K>N, 
hj z€ T;,1<j<N- К } 
0, гегьм-к<ум+1 J0SK<N, 
jw 2Єг,1<)<№, 


К 
|е» ке 32 (H£ + іні)", zET K< 


т-1 


hx(2) = 


这 里 Po= Pr，ho= Ань Ик; = 01, N), H*;a(m=1,, 
-KK-1，k = 0，1,…r-1) 都 是 待定 实 常数 。 
实际 上 ， 复 方程 组 (2.8) 与 边界 条 件 〈2.42》 之 边 值 问题 
了 可 分 解 成 如 下 一 些 边 值 问题 的 组 合 。 
Woz = Ау + BoDos ZED, 
问题 Be { 一 
Ве[^, (2)w (2) ] = R,(z) +h,(2), 2Е Гу 
№: 2+ О №: = Ау, + В, + А, + В об, 
问题 B: { BES de 
Re[AÓ (2) w, (2) + А, (2) ж, (2) 1= В, (2) + В, (2), z € Ty, 
(М-да Орса Qr-iWoz = Артем 
HE B, J + Brais м е tA, 0 + Briso 
l ВКеГА, (z)w,-, (2) + A(Z) Wr (z) + e 
+ А О) уо (2) =R: (2) +102), ZET, 
依次 求解 上 述 各 边 值 问题 , 便 可 证 明 边 值 问题 B 存 在 叭 一 解 , 进而 
可 导出 边 值 问题 A 的 可 解 性 结果 。 由 于 这 里 所 述 的 边 值 问题 是 后 
两 节 相 应 边 值 问题 的 特殊 情况 ， 此 处 不 作证 明 ， 只 叙述 结果 。 
定理 2.4 一 阶 复方 程 组 (2. 8) 的 问题 8 的 解 是 存在 唯一 的 。 
OD HERA KSN, (2.8) 之 问题 A 可 解 ， 其 通 解 w (2) 包 
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含有 (2K -N+ IDr 个 任意 实 常 数 。 

D 当 0<K<N， 上 述 问题 4 有 “N - K)r 个 可 解 条 件 ， 此 
时 通 解 w(z) 包含 有 《K+ 1)r 个 任意 实 常数 。 

(3) 当天 <0， 问 题 A 有 (-2K+N-1)r 个 可 解 条 件 。 


五 、 一 类 一 阶 椭圆 型 方程 组 的 边 值 问题 
这 里 将 介绍 稍 广 的 一 阶 椭 贺 型 方程 组 
(2.44) Ри=Ам+ВШ+Е, Dw= w ,+ Qw; 
其 中 w(z) = (м (2), s Walz) FO) = (F,(2), 56, Fay, 
A(Z) = (Aik(z))nxn В(2) = (Bit(z))nxn Q (2) = (Qik(z))nxn 具 
有 如 下 形式 
А 
в 


Q(z) = |a x ва 5: 


| ° Ви “Bo ар 


(2. 
ts 0 
这 里 m+ 1 为 正方 矩 pelé: КЕЯ je ЎСА, В 和 8 在 点 > 
\ НК “. 
В” В.а: 


的 邻 域内 等 于 0， 且 在 全 平面 E БХЙ OE Lp p>2, X. ' 
gi1(2) B2) (J=1,--, p) Aj:(z)、Bj:(z) (j、k=1,…,n) 都 是 复 
№ ВЖ, ЖЕ LEF Lo 18, (2) |< В, В, 为 适当 小 的 常数 ， 
又 


(2.45) 191<9,<1, j=l, nd = 常数。 
下 面 的 结果 是 B.Bojarski 在 文 [18]4) 中 得 到 的 .这 里 仍 设 D 是 
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如 前 所 述 的 N+ 1 连通 区 域 ,， 记 D' =р. D- =E\D*， 并 不 妨 考 
Ж (2.44) 的 齐 次 方程 组 
(2.46) Dw = Aw+ Bü, 

所 谓 〈2.46) 的 Riemann 边 值 问题 BD Ж (2.46) 的 分 片 正则 解 
w+(z), 26р+ Е 

w = { 使 w*(z) 分 别 在 D"、D” 上 连续 ， 
м7 (2), 26р”, 

м(2о) = 0， 且 满足 边界 条 件 

| (2.47) лу* (т) =G(z)w (т) + g(z), ТЕГ, 

这 里 g(r) Г E Hölder 连续 的 复 向 量 , G) = (буи (т) их», 

Gir ÆT E Hölder 连续 ， 且 满足 


(2.48) detG(z) # 0, TET, 
以 上 边 值 问题 记 作 问题 R， 而 它 的 共 轮 问题 R, 是 指 求 复方 程 组 
(2.49) w? + (QW*) ,= A”w* + B'w* 


在 D+、D- 上 的 分 片 正 则 解 w#**(z)，w*-(2o) = 0, w**(z) 分 
BJE D+, D LES, HAEL AY 
(2.50) "+ (т) =G*(r)w*"(r), Ст) = Хт) (АХ, 
X(r) =Et'+Q't/, r€T, 
仿照 书 [117]1) 第 三 章 中 使 用 的 方法 ， 通 过 复方 程 组 (2.46) 
解 w(z) 的 一 种 积分 表示 式 以 及 Q 一 全 纯 向 量 ®(z) 关于 实 密度 
ист) 的 Cauchy 型 积分 表示 式 | 


(2.51) @(2 = 21-с, z) (Edr + Qd (Du (z) + ic, 


REV, 2) 是 复方 程 组 〈2.46) 的 Cauchy EZ, C 是 常 向 量 , 可 将 
边 值 问题 R 转化 为 相应 的 奇异 积分 方程 组 。 然 后 使 用 复方 程 组 
(2.46) 满足 边界 条 件 
(2.52) 3%* (т) – м7 (т) =в(Ю, ТЕГ, w (©) = 0 
之 边 值 问题 可 解 的 充 要 条 件 为 
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2.53) ај (02, Сас QDU) = 0 кет, 


其 中 wt (z) PREAH (2.49) 之 相应 齐 次 问题 的 线性 无 关 解 
组 。 于 是 可 得 以 下 结果 : 

定理 2.5 复方 程 组 (2.46) 之 问题 R 可 解 的 充 要 条 件 是 
(2.50 шв, (Edr+ Q'aw5 = 0, 


其 中 wz :2) (k=1, 2, ОНИ R 的 全 部 线性 无 关 解 ， 
又 问题 R 的 齐 次 问题 Re 的 线性 无 关 解数 la 与 共 罗 问题 Ri 的 线 
性 无 关 解 数 14 都 是 有 限 的 ， 并 且 满 足 关系 式 

(2.55) 2Kr= lr- lhs 


其 中 Kr= -E ArargdetG (1) 是 问题 R、 问 题 R, 的 标 数 。 


下 面 考虑 复方 程 组 (2.46) 在 N+ 1 连通 区 域 D 上 的 Riemann 
-Hilbert 边 值 问题 。 这 种 边 值 问题 是 要 求 出 (2.46) 于 DD 内 的 正 
则 解 w(z)， 使 它 直到 边界 工 连续 ， 且 满 足 边界 条 件 
(2.56) Re[G(z)w(z) 1 = 7 (т), z€ T, 

RAEG) 如 (2.47). (2.48) 中 所 述 ，f(r) ÆT ЕЕ ЯЗ 
К, GO, (D HET Е Holder 连续 。 以 上 边 值 问 题记 (Е 
问题 A. 

НИМ Ai 是 求 复方 程 组 (2.49) 于 D 内 的 正则 解 w*(2)， 
使 它 直到 了 连续 ， 且 满足 边界 条 件 
(2.57) КеГС'-' (т) (E+ Q't'yw*(z)]=0, TER, 

使 用 〈2.46) 之 解 的 积分 表示 式 及 麻 异 积分 方程 组 的 理论 ， 
可 得 关于 问题 4 的 如 下 可 解 性 结果 。 

定理 2.6 复方 程 组 (2.46) 之 问题 4 可 解 的 充 要 条 件 为 
G2.58) Im 人 nc- (Bdr+ Фаст) = 0, 


其 中 м) Кат, 1 ЖИМ A 的 线性 无 关 解 的 完全 
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组 ， 又 问题 A 的 齐 次 问题 A, 的 线性 无 关 解 数 ЗЕЯ МА 
的 线性 无 关 解 数 攻 都 是 有 限 的 ， 且 满足 关系 式 
(2.59) ` la-l4=2K-n(N-1). 


这 里 天 = -二 -ArarEdetG(t) 是 问题 A、 问题 4, 的 标 数 ，N+1 
<. 


是 区 域 р 的 连通 数 。 


$3 ”多 个 未 知 阔 数 椭圆 型 方程 组 的 复 形式 


本 节 中 ， 我 们 先 将 较 一 般 的 一 阶 线性 与 非 线性 椭 回 型 实 方程 
组 化 为 复 形式 的 方程 组 即 复 方程 组 ， 还 把 某 些 条件 下 的 二 阶 线性 
与 非 线性 椭圆 型 实 方程 组 化 为 二 阶 复方 程 组 ， 然 后 再 叙述 加 于 这 
些 复方 程 组 的 一 些 条 件 ， 这 在 后 面 的 8 4、8 5 中 将 使 用 到 。 应 当 
提 及 本 节 中 所 述 的 一 阶 复方 程 组 包含 前 两 节 中 讨论 的 广义 超 解析 
函数 所 满足 的 复方 程 组 作为 特殊 情形 


一 、 把 一 阶 椭圆 型 方程 组 化 为 复 形 式 
这 里 及 以 后 不 妨 设 D 是 第 三 章 $ 5 中 所 述 的 N + ЕЖИК 
域 。 先 考虑 了 上 的 т 个 未 知 函 数 的 一 阶 线性 椭 贺 型 方程 组 


am 
(3.1) Wi= У Саб, У) ик + bj (Xs У) ии + Саб, y)uk] 
大 = 上 


+d;(x,y) = 0, 
1=1, 2m, 
这 里 所 说 的 椭圆 型 条 件 ， 即 对 任意 的 实数 X， 以 下 代数 式 恒 成 立 
(3.2) ІА+ВМ>0, (x, у) Єр, 


其 中 
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а ism 
A= (Dmm: E J= Wid means 


азу * Әт 


В = (Ш, anran 


(实际 上 ， 椭 贺 型 条 件 的 定义 是 : [А+-ВМ 0. W RI D 内 某 一 
点 2，|A+ BX|<0， 我 们 只 要 将 方程 组 (3.1)》 乘 以 -1， 记 所 得 
新 方程 组 的 系数 矩阵 为 A*,B*, 那 就 有 |A*+ B* 和 |>0)。 而 (3.1) 
ED 上 的 一 致 酉 圆 型 条 件 为 系数 ayy (x, y). Баб, У) Ц, k=l 
eoim) 在 D LAR, A 


(3.3) lA+ BA >0，l4|>8>0， (х,у) €D, 
其 中 5 为 一 正常 数 。 我 们 作 如 下 自 变量 的 线性 变换 
(3.4) &=х+1у, k=x-ty, 1>0, 

这 里 + 是 适当 小 的 正常 数 ， 而 

(3.5) Uke = Шъ И» Шу = Ник: ш), 

于 是 有 


(3.6) Шр, = Wju, + Им, Winga = Ши — ту 
设 
(8.7) C=E+i, We=Urk+ ilkem К=1, ут, 


则 
и = 到 [we + Wk: + Dirt Diz], 
Ukam: = z — Wiz Wirt ke + Drz], 
(3.8) 


i = 
tk = gE Wk + Weet Dr, ~ Üi], 


UK+mn = de — Wt+ We- Det Dl 1<k<m, 


因而 有 
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(3.9) 


= У DW uz (1 Шаа 
+а- 000, w + 2+0 84у] 
j= 1, 2m, 


这 样 一 来 ， 在 区 域 卫 内 有 
(8.10) J(O) = 


其 中 A 如 (3.2) 式 中 所 示 。 如 果 (3.1) № Ж Жану), 
birl, Y), ciry), di(x,y) (j,k=1,…,2m) 在 闭 区 域 DEER, 
那么 只 要 选取 常数 上 适当 小 就 可 使 tc|<5， 当 (x，>) ED， 故 有 


(3.11) 


于 是 可 从 方程 组 (3.1) 解 出 wz= бы ор’, ЕЯ 0 R 


的 方程 组 
(3.12) 
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РО» Wyss Womis Wom) 
Эбу» Dies, тр Dm:) 


Ww WD o Мм M Dn: 


Wan W Шуг Wonidms Wimm 


m | Wns ~ Wis mst tu my Ы 70 


Wm t Шана ma t ашау + Wims "° 


Чи, = = Чи: ms + Шу ту ЕУ бы, 


Шли, + Фоти та $ Поти ymy t ти, уэ" 


Чит: — У шута ии, + tWiunys 


альта = Wantomz f 1, uy T tamumys 


Wiunz + Чита k iurmy 一 地 ay 


Warmups Е Vimma + Wamu my ~ Yammy 
in(|A| + tich, 


IO = РА + ИС lAl- 60, 


weg = Fk (8,015 tt, Wes Wica tt Wmi) = 


vum — = 


а ти к=1,--,т, 
3 rB Qí = (©, e, ОШ)", AP = (АН, +, АЫ), j=l, 2, 
W= (Wis, Wm), We = (Wies t3 Wmr)’, 
并 记 QP = (OPC) mams AP = САШ (љт 151,2, ， | 
A = (AP (0), AQ (6))', 
则 复方 程 组 (3.12) 可 写成 矩阵 的 形式 
(3.13) wa = F(z, w, wz), 
= Qw: + Q p + AW + Аер + AD, 

其 中 = (Fi, Fn), W= (Wiat, Wa) 这 也 是 线性 复方 程 
组 。 

其 次 考虑 区 域 D 上 的 2m 个 未 知 实 函 数 的 一 阶 非 线 性 椭圆 型 
方程 组 
(3.14) Wi(x, У, и, Usm, Uixs**s gme, Шу» 9 amy) = 0, 

j=1,.…,2m, 
ЗАП Ч, (x, у, em) (j=1,…,2m) 对 (x,y) ED 及 任意 的 
实数 如， er Uom ВЕ, НА ить", tem 具有 一 阶 连续 偏 微 商 。 
方程 组 (3.14) ED 上 的 椭 贺 型 条 件 是 3.2) 式 成 立 ， 其 中 
A= (Шм, )зткат B = Ур )ima am, 

而 (3.14) Жр 上 的 一 致 酉 网 型 条 件 是 Uu... Ч, О, k=1, 
wsm) 有 界 ， 且 (3.3) 式 成 立 。 设 z=x+iy,Wk=Uuk+iukem, 
k= 1,…,m， 如 果 在 DD 内 每 一 点 z?， 有 


Р(№у,, Wis +, Чт, Шт) 
(3. 15) J(z) = -[ 17 29 £ 2m-19 2m. 
D(Wizs Diz, `, Ут, Dnz) 


1 | ше wa 
= es 
22" А - 
Ҹһ — ати pma тиру оти a "° 
t z: — Ч ту 
тии» тиза атау — Ҹи, у 
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(2) (A+DDz#0, 


其 中 
р Чи, ту jy Ў ту о 
= Vamu ту Ч ты, hia 一 到 amvamy Ч типу 
那么 可 从 (3.14) ЖЕ w= (wz,…,wmz)/， 而 得 如 下 复 形 式 
的 方程 组 


(3.16) Wip = F(Z, Wis, Wms Мгу, Wrz), КЕ1, m, 
其 矩阵 形式 如 (3.13) MR. 

如 果 作 线性 变换 63.4) ,并且 《3.11) 式 成 立 ， 那 么 我 们 也 
可 将 非 线性 方程 组 〈3.14) 化 为 形 如 (3.12) R (3.13) KER 
性 复方 程 组 。 


二 、 把 二 阶 机 加 型 方程 组 化 为 复 形式 
我 们 先 考虑 区 域 D 上 的 m 个 未 知 实 函 数 的 二 阶 非 线 Ef El 
型 方程 组 
《3.17) Фу, yy Us Um Шух es Umx, Шуг, Umys Ши, 
“Umxxs Илху» ***›Итху» Илуу» `" Umyy) = 0, 1=1, т, 
其 中 Ф;(х, У, Uis иеп) (j=1,--,m) 对 (x,y) ED 及 任意 的 
ER из, s Uom ЗЕ, Нить Uon 具有 一 阶 连续 偏 微 
М. 方程 组 (3.17) 在 D 上 的 椭圆 型 条 件 是 :对 于 任意 的 实数 X, 


以 下 代数 式 便 成 立 。 
(3.18) ІА + 2ВА+ СА|>0, (х,у) Єр, 
这 里 


A= (Фуи,.,) пк", 2В= (Ф.у) тт, C= (Фуу) ткт 
Tü (3.17) ED юзо HE 
(3.19) 1А+2ВА+ С> 0, |A|>0>0, (х, y) € D, 
此 处 6 为 一 正常 数 ， 又 Djin Ф.у Piy k=l, mm) 在 
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DRAR. 如果 对 DD 内 任 一 点 z， 有 


DB Be) | Pm Diam |_ 


63.20) JG) = Па td | Фиша 二 


Физ 


Pit bia) S Фит Фын) 


| Фиша Фишу = Фены Фанни) 
= 2А +С|50, 
那么 能 从 方程 组 (3.17) 解 出 wxzz (к= 1,56, m), 而 得 复 形 式 
的 方程 组 ， 即 如 下 的 复方 程 组 . 
(3.21) ше = Ек(2, Ш, es Um, Bizə rs Ит, Ша 9 Umzz), 
iB u= (м, ua)”, F= (Fb… Fn), WJ (3.21) wf 5 FR EBE 
的 形式 
(3.22) 、 Из =Е(2, и, Uz, Uzz), 
如 果 二 阶 方程 组 〈3.17) 满足 条 件 


G3.23) <j, k<m Disrssls Фмььи |P; D <6,1A|2>6>0, 


这 里 5 是 正常 数 ， 那 么 仿 [128]31) 第 一 章 定理 2.2， 通 过 线性 变 
R (3.4)， 可 将 〈3.17) 转化 为 形 如 下 的 复方 程 组 

(3.24) ua =Е(6, и, uo uc). 

当 应 提 及 这 里 的 m 可 以 不 是 偶数 如果 т 是 偶数 ， 那 Z 如 一 阶 
那样 ， 当 方程 组 C3.17) 满足 一 定 的 条 件 ， 可 将 〈3.17) 转化 为 


全 个 末 知 复 变 函数 的 二 阶 复方 程 组 。 
如 果 二 阶 椭 贺 型 方程 组 《3.17〉 是 线性 的 ， 即 


т 
(3.25) @;= У Га (х, У) шах + bjk(x, y) шау + Сух, У) ину 
kel 


+djk(x,y)u;,z t+ eji(x, Уи + кб, У) uk]+ gi(X, y) 
= 0, i= 1 m, 
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ХЖ #cajk(x,y), bjk(x,y), сук (х,у), djr (X,Y), ек(х,У), 
1к(х,У) , 830,7) (j、k=1,…,m) 在 万 上 连续 ， 且 条 件 (3.23) 
成 立 ， 即 有 


1<J. k<m 005097) 1, bry) loyh < 071, 


(3.26) а, (х, У)  am(x, y) 


[А] >6>0, 


am (x, У) = asm(x,y) 
那么 通过 线性 变换 (3.4)， 所 转化 成 的 复方 程 组 (3.24) 也 是 线 
性 的 ， 可 写成 如 下 形式 
(3.27) Uz=F(6, и, иг, uda), 
Е = Ве[О (буи, + А (биг + А (5)и(5) + А (6)1, 

这 里 

О) = (Ol) mem APE) = (АР) ьт, j=1, 2, 

А = (AP (E), s 0), 


三 、 加 于 椭 国 型 复方 程 组 的 一 些 条 件 
先 考 虑 一 阶 椭圆 型 复方 程 组 (3.13)， 我 们 可 将 它 写 成 如 下 
形式 
(3.28) %z=F(z, w, w,), F=QV w+Q 
+ А+ АФУ +A, 
其 中 
09 = (0107) mem, QF = QIP (z, w, w), AG = (АР) хт, 
А = АР (z, w), ј=1,2,А = AD(z, w), К, 1=1,---,m. 
假定 复方 程 组 (3.28) 满足 条 件 C, Ш 
(1) 01062, w, У). APG, w) 在 区 域 卫 外 等 于 0， 又 对 
闭 区 域 万 上 任意 的 连续 函数 向 量 w(z) 与 可 测 函 数 向 量 了 (2z) 
СІЮ), 在 D 上 可 测 ， 且 满足 条 件 


‚264, 


LARP (z, w(2)), Бука, <>, j=1, 2, 
G (pe уб), DI<ko, kl=1,.…,m, 2<рь<р<ооз 
(2) 上 述 函 数 对 几乎 所 有 的 zED, УЕЕ" ЕЕ" Ж 


续 ， i 
(3) 复方 程 组 〈3.28) 在 D Ейт БОИ # R, 


即 对 任意 两 个 复数 向 量 Vc) = (УУ, e, И), j=1, 2р 
几乎 处 处 有 


m А 
63.30) |Fk(z，w У) — Е.б, w, У) |< а? -УЗ |, 
lel 


k=1, m, 


其 中 


(3.31) Уан =q <1, 1<k<m, 


lel 
(3.32) qn<e, dip <e, 1<к<1<т, 1<j<2, 


这 里 2 是 足够 小 的 正常 数 。 
如 果 条 件 〈3.31) (3.32) ЖЖ 


(3.33) Kasa dfP<k,, 1<k. 1<т, 1<j<2, 
这 样 的 条 件 C 称 为 条 件 C*。 

不 难看 出 ， 前 两 节 讨论 的 都 是 线性 椭 贺 型 复方 程 组 的 情形 ， 
HEE 〈3.28) 中 的 00-0, 00 的 对 角 线 上 面 各 元 素 均 为 0， 
并 且 还 有 其 它 一 些 条 件 。 

其 次 考虑 二 阶 椭 贺 型 复方 程 组 (3.22)、(3.24) № (3.27). 
我 们 可 将 这 些 二 阶 复方 程 组 写成 如 下 形式 

(3.34) Wza =F(z, и, uz, Wzz), F = ВеГОи,, + Аи, 
+A Qu + А], 
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其 中 
Q= (Ок) mem, Qu = Qu z, и, Uz, и,,), 


AO = (АР) ть, AP = А0 (z, u, и), ј=1, 2, 
AGO = (AP, =, АЗ)’, АР = АР(@, и, Uz), 
k, 1=1 т. 
并 假定 (3.34) 满足 条 件 C, Hl 
(1) Qri(z, и, uz, У), А (zu, и.) 0=1,2), AP (z, и, 
wz) 在 区 域 D 外 等 于 0， 又 对 闭 区 域 万 上 任意 的 连续 可 微 函 数 向 
量 &(z) 与 可 测 函数 向 量 V(z) ELp,(D) 在 D 上 可 测 ， 且 满足 条 件 
ІА, и, и), В1<090<к<2о,ј=1, 2, 
LpA P (z, и, uz р]<К,,К,1=1,:-,т,2<р<р< 20; 
(2) 上 述 函 数 对 几乎 所 有 的 zED，VEEm 关 于 LER、 
и. ЕЕ", 
(3) 复方 程 组 〈3.34) 在 D 上 满足 如 下 的 一 致 棋 阅 型 条件 ， 
即 对 任意 两 个 复数 向 量 Y) = (Ví... VPY, j= 1，2 在 了 内 
几乎 处 处 有 
(3.36) IFk(z, u, u, VD) -—Fk(z, и, и, У“) | 


G3.35){ 


ñ 
< aulViP -Vl, k=1,--,m, 
lel 


其 中 


" 
(8.37) Y qa = qI <1, 1<k<m, 


1-1 
(3.38) qu<e, dP<e, 1<k<l1<m, diP<e, 1<k, 1<т, 
这 里 e 是 足够 小 的 正常 数 。 
如 果 条 件 (3.37). (3.38) HH 


а 
(3.39) ана <, diD<k,, 1<k, 1<т, 1<j<2, 
-1 
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这 样 的 条 件 C 称 为 条 件 C*。 


$4 ”一 阶 椭圆 型 复方 程 组 的 边 值 问题 


本 节 中 , 先 讨 论 一 阶 线性 椭圆 型 复方 程 组 的 变态 Dirichlet 问 
题 ， 然 后 讨论 一 阶 非 线性 椭 贺 型 复方 程 组 的 Riemann-Hilbert 边 
值 问题 。 


一 、 一 阶 线 性 复方 程 组 的 变态 Dirichlet 问题 

我 们 将 一 阶 线性 椭圆 型 复方 程 组 〈3.13》 改 写成 
(4.1) wa- Q Uw, - Q 20, = ef(z, w) + AG. 

f(z, w)=AO0w+AOD, 

H R OP = (ОР) ини, АФ = (AP) һат, j=1, 2, А® 
= САФ (2), =, АФ(2))', 2(- о<е<о) 为 实 参数 ， 并 设 
(4.1) 的 系数 QO. АО 满足 条 件 C*。 所 谓 复方 程 组 (4.1) 
在 N+1 连 通 区 域 D 上 的 变态 Dirichlet 问 题 即 求 (4.1) 在 
万 上 的 连续 解 w(z) = (wi(z),…, wm(z))'， 使 它 满足 边界 条 件 
(4.2) Rew(t)=r(t) +h(t), t€T, 


RE r(D = (rC), 0), Cal] ho, 1 <а<1, 


BCE) = (h(t), =, т), њо неты тб = 1, 
т) 都 是 待定 实 常数 , 我 们 把 复方 程 组 (4.1) 的 上 述 边 值 问题 记 
作 问 题 D. 

由 书 [128]31) 第 二 章 52, ЖИ" (4.23 之 问题 了 的 解 
wz) 表示 成 
(4.3)w(z) = Ф(2) + То = (D, (2), --,Ф,(2)) + (Фо, То)", 


此 处 ФО) 是 解析 函数 向 量 之 问题 D 的 解 ， 且 可 要 求 Im@(1) = 
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b= (b, e, bm) brlk=1,=.m) 都 是 任意 实 常 数 ， 又 
(4.4) To=- Е|[СРа, Сок) + 002,0) or(E) Jdoe, 
D 


其 中 or(z) = wE L, (D), p.(2<p <p) 是 一 正常 数 ， 而 
P(z, 6) = 106,02, £) +G,(z, б) + H,(z, © 
—H,(z, 6), 26р, 
QG, 0) = 106162, O -G,Gz, O) +H,G, O 
+H,(z, 6)1, ¿G€ D, 


(2, 6), 


N 
1 Я 
С,(2,6) = Tor Ува, <), 


2-2 ,= 
=- (-z;)\(z-z;)’ 
X H(z, 6), H,(z, 6) ния 个 解析 函数 。 
ReH,(t, 6) ~ Rehj(t, 6) +h(t),t1€ T;,j= 0 1 N, 
N 
ImH,(1, 6) = —Imh,(1, 6), hj(t, ¿)= Yl 8т(,6), 
77 
Ве, (2,6) = – Вет, (1,6) +h(t), t€ Ti, = 0 1 N, 
ИН. (1,6) = – Ши, (1,6). 
ЗН so = (То), 具有 性 质 ， 对 于 〈3.33) 中 所 述 的 常数 gt 可 


选取 足够 接近 2 的 正 数 p(2<ps<min(p, + )) 使 得 


gr(Z, 0) = 0, 1, +, N, 


(4.6) 


a.n { 


4.8) л У sup Lnsor, D) 
(4.8) 27 ак<1, Ар = o2) € Ly (D) Looe DY? 
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并 且 (2), To 满足 
(4.9) C,LO@,D1= JCD, DJS<M,, Lot®’, DI<M,, 
kel 


Cp[Yo, < М.Г, [o, D], 
这 里 8=min(a,1- 2), Mi = Mi(poy ,1o,b,D), }=1,2, М= 


Ms(po, а, 1, D). 

为 了 讨论 复方 程 组 (4.1) 之 问题 D 的 可 解 性 ， 将 问题 р 形 如 
(4.3) 的 解 w(z) 代入 (4.1), 得 到 关于 @= (@1(2),…,@m(2z))” 
的 非 齐 次 积分 方程 组 

alz) - Q so- Озо = ef (z, To) + A(z, е), 
(4.10) 4A(z, £) =ef(z, Ф+ То) + А® + О (Ó + 50) 

+Q“ (@ +50). 

H (4.9) FIERI ACZ, e) € Ly (D), H. (4.10) 的 左边 具有 逆 算 
子 7， 因 而 可 得 与 (4.10) 等 价 的 积分 方程 组 
(4.11) a(z) = elf(z, То) + IA (z, e), 
H TEK L (DEHE C( 万 ) 上 的 线性 有 界 的 完全 连 ФИТ, 
故道 算 子 工 也 是 完全 连续 的 ， 因 此 可 将 积分 方程 组 的 Fredholm 
定理 应 用 于 《4.11) 以 
(4.12) 30) = 12,…): 0<|e|<1s,1<- е6 
表示 齐 次 积分 方程 组 
(4.13) a(z) — elf(z, o) = 0 
的 离散 特征 值 则 当 e 关 sj 时 ， 非 齐 次 方程 组 (4.11) 有 解 
olz) E Lpo(D)， 因 而 一 阶 线性 复方 程 组 U.D 具有 形 如 (4.3) 
的 解 a(z)，、 它 包含 有 m 个 任意 实 常数 bxCk = =1,…,m)。 

其 次 ， 设 是 齐 次 积分 方程 组 〈4.13) 秩 为 4 的 特征 值 ， 于 
是 根据 Fredholm 第 三 定理 ， 可 写 出 q 个 代数 方程 表示 的 可 解 条 
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Е. ШЕ (4.11) 中 的 ТАС, г) 含有 m 个 任意 实 常数 be(k=1， 
mM)， 以 s 表 示 br(k=1,…,m) BR Z E RE W k DA S< 
mim(q,m)， 那 么 可 从 т 个 任意 实 常数 中 确定 s 个 ， 也 就 确定 了 
gq 个 代数 方程 中 的 s 个 等 式 成 立 。 但 要 使 复方 程 组 (4.1) 之 问题 
也 可 解 ， 还 必须 使 另外 q-s 个 等 式 成 立 ， 这 样 便 知 (4.1) 之 问 
题 D H a-s 个 可 解 条 件 ， 而 在 此 条 件 下 问题 也 之 通 解 w(z) 包 含 
有 mm+qg-s 线 性 无 关 解 。 我 们 可 将 上 述 结果 写成 定理 。 

定理 4.1 设 一 阶 线性 复方 程 组 (4.1) 满 足 条 件 C*。(1) # 
e 不 是 相应 问题 了 之 齐 次 积分 方程 组 〈4.13) 的 离散 特征 值 ， 则 
(4.1) 之 问题 D 具有 形 如 〈4.13) 的 解 ， 其 通 解 w(z) 包 含有 加 
个 任意 实 常数 ; 

(2) 若是 相应 齐 次 积分 方程 组 (4.13) 的 秩 为 q 的 特征 
值 ， 则 4.1) 之 问题 D 有 4g-s 个 可 解 条 件 ， 当 这 些 条 件 满足 
时 ， 其 通 解 w DOBAH т+а- 5 个 线性 无 关 解 , s<mim(q,m), 


二 、 一 阶 非 线性 复方 程 组 的 Riemann-Hilbert 问题 的 Ж 
与 解 的 估计 

所 谓 一 阶 非 线性 椭 贺 型 复方 程 组 (3.13〉 在 N+1 连通 区 域 
D 上 的 Riemann - Hilbert 边 值 问题 (问题 A)， 即 求 (3.13) 于 
万 上 的 连续 解 w(z) = (w(z),…,wm(z)”， 使 它 满足 边界 条 件 
(4.14) Re[X(D)w(01=r(9), t€r, 
其 中 
(4.15) ACE) = Cha(t)) mems PCE) = (РСР), s Р lt), 
ЗН дел) 0, Aik [МО =1, t€T, К=1,--,т, х 
Calk (t) ,T]<t;<l,,1<k.j<m уе, 1<k<i<m, 


(4.16) 
Са[гк(#). Г]<1,, 1<k<m, 


Е ена ч Y E 
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ЖЖ. За Krs од Ararska(D, TK (Ki…,Km)' 称 为 问题 4 


的 标 数 。 
在 $2 中 所 述 问题 А 的 边界 条 件 中 和 矩阵 入 (t) 的 对 角 线 上 面 
各 元 素 均 为 0， 还 满足 其 它 条 件 。 为 了 使 用 解 的 先 验 估 计 方 法 与 
Lerag-Schauder 定理 得 出 问题 A 的 可 解 性 结果 ,我 们 引入 变态 的 
边 值 问题 B， 即 将 边界 条 件 (4.14) 改 成 
(4.17) Re[XCt)w(t)] = 02) +000), tET, 
其 中 


h,(t) 
(4.18) MD=( ) 
m t . 


0, t€T, 当 K,2>N, 
esp- 
0，tETij=N-Ke+l…N+1 
人 tETi，j= 1，…，N 


}о<кь<м, 


-Ку-1 
п, +Re Y) (Hi +iHi) "(KS0, 
所 1<k<m, 


№, =0,1,--.,№),НЫ (т = 1,-,|Кк|-1, k=1, т) В 

是 待定 实 常数 。 当 Kt>0， 还 要 求解 w(z) 满足 如 下 点 型 条 件 

Im[ X(a;)w(a;)] =b; = (bi, Бн), 
1,:,2Къ-М№+1, K,>N, 


ie = { кет, 


(4.19) Í 
N-Kkr+ ht, N+ 1,0<Kx<N, 


其 中 qj 是 Tj 上 的 点 ,j=1,*…,N,aj(j=N+1,*…,2K:—N+1) 
ЖГ, 上 不 同 的 点 ， bik(K = 1,…,m》 都 是 实 常数 满足 bjll. 
现在 我 们 给 出 边 值 间 题 B 解 的 估计 式 : 
定理 4.2 设 一 阶 复方 程 组 (3.13) 满足 条 件 C， 且 (3.38)、 
(4.16) 中 的 正 数 适当 小 ， 又 车 将 (3.35) H LLAP, D1<k,, 
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(4.16) 中 的 Calre, TJ<1,# (4.19) HH № |b;|<L Z И КА 
ТА, DJ<k,, Calre, Г1<1, fn lbj SLG = 1, 2Kk-N + 1, 
К=1,..,т), W| (3.13) 之 问题 B Hwa) 满足 估计 式 


(4.20) з= Сум, DJ+Lpoflwalt iw, Dl= УСС, D) 
kej 


+ Грома] + [Wrzl DIS (k, +1)M,, 
其 中 8B= тіл(1-2/р,, а), М,=М,(, ро, К, а, h, D, е), 
= (qi qa)”, КМ k = k, h=l, WAHR 
(4.21) s<(k+L)M,= М, = M,(q;, po К, а, Ц, D, е), 
证 先 讨论 в 至 少 有 一 不 为 0。 以 w(2) 表 示 (3.13) 之 
问题 B 的 解 ， 则 W(z) =w(z2)/(k,+1) 之 各 分 量 Wk(z) 满足 
(4 22) Wiz = row + ОРТ: + АРУ, + АРТ 1+ 
-l 
+ А/К +1) 
也 可 写成 
Wre- QPWEz ~ QIPI, = APW, + АФР, + Ar, 
(4.23) JAk= А/К +1) + > ГОРИ, + OHW в + АРУ; + 
路 


IWJ, k=1,:-:-,m, 
还 满足 边界 条 件 
(4.24) Век (И (Р)1 = Re(t) + hk(t), 
Rx(t) =r(t)/(k,+1,) - 3 RelA С) № (1), tET, 


(4.25) Im[ Ак (а;) М (а;)1= В»; 
=bkj—- J Im[ X, (aj) И 6а), jE Ú), k=l, m, 
ip 


先 考虑 W(z) 的 第 一 个 分 量 Wi(z), 由 条 件 C 可 知 当 
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2<I<m, # 
lQul = 1050 + ОР /W,|<qu<e, 
Lp LA, D1+ Ly ГАФ, Б1<4и<2е, 
因而 得 


m 
(4.26) Ly (Ais D)<L, (AP /(k, +h), D) + > {quLp (Wiz, D) 
1-2 


+ELp (ASP, D) + Ly CA, D)JC(WI, р)}<1 
+ Зе» (W, В) + Сви, D)1<1+ 3eS = ki, 
根据 书 [128]31) 第 二 章 $2， 第 五 章 81 关于 解析 函数 在 上 之 
问题 B 解 的 积分 表示 式 及 Pompieu 公式 ， 可 证 
(4.27) w(z) ECD) 0 W; (D), 


由 此 可 推 得 (4.24) 式 中 的 ВЫ (4.25) 中 的 Bj 满足 

(4.28) Ce(R,，P) 生 Ce[ri/(k +1),T] + ECDC Wi, 
D)<1+=#C,(W, D)<1+eS=11, 

(4.29) |B,;|<|b;/(k,+1,)| + ECA DCW, D)<1+=S 


=u. 
Ф = ОКО), ЖИ: С) 是 一 阶 复方 程 
(4.30) Wi, -OPWE - ОИ. = АСРИ + Аре 
+А/ +В) 
满足 以 下 边界 条 件 之 Riemann-Hilbert 问题 之 解 。 
(4.31) RelA, (ТЕ R/U + ki) +h (t) €T, 
(4.32) Im[ À,(apWt(a;)1= Bj/({ + kO), jE U). 


` 


E Æ (4.26), (4.28) Ф, RADE Lp [Af , DJ <, Сить TISh, 
k=l, em. 
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其 中 
Lp [A,/G +k), DJ<1, CA[R,/Q,+k),T1<1, 
|B,;/Q + к,)1<1, 
因此 仿 [128]31) 第 五 章 85 中 的 证 法 ， 可 证 
Cwt, DI+ Lp EWS] + МЫ, 2]<М, = Mo(qo, Pos ko 
а, 1, О), 
Вр 
(4.33) Sı =C,[W,, D]+ Lp CIW] + 107, |, DIS GQ +ki)Mš 
= (2+ 45)М,. 
其 次 考虑 当 k= 2 时 的 〈4.23) – (4.25). ЖЖ 
Ly [A;, DI<Lp LA /(k,+1), DI+ Уи, D) 


+ [Lp (AS, D) +Lo (AP, D)JC(W:, D))<1 


二 Lpo(Wiz， 万 )+ 28 УІ, (Wiz В) + 2kC(W,, D) 
1-3 


т 
t+2eD 1 СО, Б)=1+ (1+ 26,8, + 2eS<1+2(1+2k)M, 
1.3 


+ 2е[1+ 2(1 + 26,)М,]5 = k, + eN,S = k}, 
又 
СВ», Г) Сбт, +1), Г) + УЗСА, Г) Св, D) 
12 


<S1+LS,+ eS<1+ 2M, + egL+ 4l,MOS =1,+ eN{S =l, 
В |6: + YC (Au, Г) Срим, D)<1,+ eN;S = l, 
lh 
类 似 于 (4.33), RIE 


(4.34) $: = Cp ГИ, 万 ]+ Lp CIW] + IW:21), DJ 
5 (К: + 1) M, ЗП + К, + г(М, + N;)S1M,, 
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依 此 类 推 ， 可 证 : 对 2<k<m， 有 
(4.35) Se=CpiWr, D] + Мы + Мы, 61<@+ КОМ, 
[+ К; + e(Nk+ Ní)S]M,, 
联合 (4.33) - (4.35), EE 


(4.36) S= LSM, гМ,5, 
这 里 Mi = М; (4, po ko а, L, D), }=1,8. 选取 正 数 足够 
小 ， 使 得 1- seMs>>0， 则 得 
(4.37) 5<М,/(1- 2М,) = M.. 
由 上 式 即 知 (4.20) 式 成 立 。 m R k =И=0, 此 时 (4.20) R 
成 为 s= 0。 事 实 上， 此 时 (4.20) ЖИК, = =5>0% Ж X, 
让 0~>0， 即 得 = 0. 

Я k =k, Lh =l, ЖЖ (4.20 R. 


三 、 一 阶 非 线性 复方 程 组 Riemann-Hilbert 问题 的 可 解 性 

我 们 先 证 明 解析 函数 向 量 之 问题 В 的 可 解 性 。 

引 理 4.1 对 于 解析 函数 向 量 即 对 于 FE=0 时 之 (3.13) 的 
解 ， 当 〈4.16) 中 的 正 数 e 足够 小 ， 则 其 问题 B 的 解 是 存在 唯 
一 的 。 _ 

证 考虑 比 边界 条 件 (4.17) 与 (4.19) 更 广 的 边界 条 件 
(4.38) Re[ AGz2)w(2)1+ zRe[ A) w(2)] = R(z) +h(2), 

z€r, тє А 

(4.39) Im[A(ajw(aj)) + zIm[ ACla) №(а)1= В), jE Gy, 
这 里 A(z) = (Ла (2)) mems Ды (z) = ka (z) k>l; Ды (2) = 0, k<l; 
А(2) = (Да (2) пп Ды(2) = 0,621; Ды (2) = Аа (2) ,k<ly z C [0, 
119%, В) СС. (Г), 0<а<1, Bj 为 实 常 数 向 量 。 当 
5=0， 依 次 使 用 书 [128]31) 第 二 章 、 第 五 章 中 关于 解析 .函数 之 


• 275» 


问题 В 解 的 存在 唯一 性 ， 可 知 此 时 解析 函数 向 量 之 边 值 问题 
(4.38), (4.39) 《简称 问题 B.) 存在 唯一 解 。 下 面 证 明 ， 如 果 
对 于 t=To(0<Tto<1)， 解 析 函 数 向 量 之 问题 B, 可 解 ， 那 么 存在 
一 个 与 无 关 的 正 数 0， 当 |r-- ml 和 6， 上 且 0<r<1 时 ， 问 题 B。 
均 可 解 。 我 们 将 〈4.38)、(4.39) 改写 成 
(4.40) RelA) (2) 1+ Ве А) (2) 
= (z, — TReL A(z) w(z2) J+ В(2) +h(2), ZET, 
(4.41) Im[A(ajpw(a;]J+ тогда) № (а) 
= (%- D1m[A(ap)w(ap) T+ B; jE GY. 
将 零 疝 量 w。(z) = 0 代入 以 上 两 式 等 号 右边 w 的 位 置 , Ei r = re 时 
上 述 问 题 B, УМ, ВНЖ м, (2), Я Я м, (2) ECD). Hie 
Жу СКА 0.40), (4.40) 等 式 之 右边 w 的 位 置 ， 又 可 求 得 
上 述 问题 Be 的 解 w:(2)。 依 此 类 推 ， 可 求 得 解析 函数 向 量 序列 
{wn(z)}， 满 足 如 下 边界 条 件 
(4.42) ReLA(z) wuri(2)]+ roRe[ AG)w,.,(2)1 
= (z — T)ReL A(z) waz)]+R(z) + h(2), ZET, 
(4.43) Тегла) м, (a) j+ to IMTA) wyi(aj)] 
= (z — DIm[ Ala) №, (а) +В, j€ (i). 
由 以 上 两 式 ， 可 得 
(4.44) Rel ACZ) (Wasi (2) ~ Wa (2)]+ ToReL AC) (Warrlz) 


= Wa(2))]= (z, — z) Re [ AG) (w,(z) — w,-, (2) J 
+h(z), z€r, ° 


(4.45) Im[ A(aj) (Was: (ap) — w,(ap)]+ rolm[ Аа (Wass Gap 
= w(aj))1= (z, - тагар) (w,(a;) 
= w,-i(ap)3, jE ty. 
仿 定理 4.2 中 的 证 法 ， 我 们 有 
Сами, (2) —w,G2), DJ<]|r,- r|M.L,C.Lw,G) ~ w,-, (2), D], 
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这 里 M. (4.20) 式 中 的 常数 。 念 照 第 三 章 定理 5.3 的 证 法 ， 
可 证 ， 存 在 足够 小 的 正 数 6， 当 |t- zl 和 6，0<r<1 时 ， 解 析 
函数 向 量 之 问题 Be 存在 着 解 w(z)。 于 是 ， 从 T=0 可 依次 推出 


+=0,…,[ 当 ]3，1 时 解析 函数 向 量 之 问题 Be 均 可 解 , 特别 当 


T=1，R(z) =r(z) (zET)，Bj=bj(jE { 放 ), 上 述 问 题 B, 是 可 解 
的 ， 这 就 证 明了 解析 函数 向 量 之 问题 B 存在 着 解 ， 而 解 的 唯一 性 
可 由 定理 4.2 推出 . 

现在 ， 我 们 考虑 (3.13) 的 系数 QD = 0，4 包 = 0 j= 1, 2, 
1<k<1<m 的 特殊 情形 ， 并 记 这 样 的 复方 程 组 为 
(4.46) wa= FG. w, w). 

814.2 设 一 阶 非 线性 复方 程 组 (4.46) MERC, X 
(3.32), (4.16) 中 的 正 数 e 足够 小 ， 则 〈4.46) 之 问题 B 存 在 
着 解 。 


证 р, - {2:Єр, а0,Г)>1, n HERR) ЕЯ 
一 阶 复方 程 组 


FG, w, №,), ZED,, 


(4.47) ws = F”) (z,w,w,), = КАВА 
, =“ 


之 问题 B 的 可 解 性 。 (4.47) 问题 了 的 解 w(z) 可 表示 成 

(4.48) м(2) = Ф(2) +То, То=То, + …+Taon， 

QE olz) = Е = (0, 2), +, @„(2))', P2) = (O,G2), =, 

Sm(2)) 是 内 的 解析 函数 向 量 。 将 04.48) 代入 (4.47) 得 积 
分 方程 组 

(4.49) @(2) =F% (z, \(2), Ф’(2) + По), По= (To), 

如 果 我 们 能 证 明 (4.49) RAR ol) € Ly (万 (2<p,<p), 使 得 
w(z) = D(z) + To 满足 边界 条 件 (4.17) 与 (4.19) 那么 w(z) 

就 是 (4.47) 之 问题 B 的 解 。 为 此 ， 我 们 引入 Banach 空间 B= 
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Lp, (D), X H Bu 表示 B 中 满足 下 列 条 件 的 函数 组 o (z) = (0,00), 
…Q@m(Z)) 的 全 体 ， 即 око) (k=1,…,m) HED НМ, # D" 
外 等 于 0， 且 范 数 

(4.50) Lp [e(2), 0]<М = М,+1, 

此 处 Ms 是 〈4.21》 中 的 常数 ， 易 知 Bu 是 Banach 空间 .B 中 的 一 
有 界 开 集 ， 又 以 Bx 表示 Bx WAE. 

任 取 可 测 函 数组 olz) EB, MRI TOE Cs (D) ,Поєі, (D), 
然后 求 适合 边界 条 件 | 
(4.51) Ке{А(г)ГФ(2) +То]} =r(t) +h(t), t€T, 

(4.52) Imí(X(O[T@%(D +ToJ),-j= bj, J€ (jy 

之 解析 函数 向 量 之 问题 В 的 解 中 (2)， 由 引 理 4.1， 知 此 解 Da) 
是 存在 唯一 的。 将 w(z) =Ф(2) + То, Ф) 代入 积分 方程 组 
(4.49) 中 适当 的 位 置 ， 并 考虑 带 有 参数 r(0 和 rz<1) 的 积分 方 
程 组 

(4.53) 0k(z) = тЕФ (2, у,Ф'+ Па), к=1, ть 

zh fla- (П0,,--,По, По, Mon)’. НАВС, 338 
据 压 缩 映射 原理 ， 此 积分 方程 组 (4.53) B. # — #000) = 
0,602), t, О», (2)) "ЄВ, 10 № о(2) 到 Q(z) 的 映射 为 8(z) = 
8[0(2), т], 0<т<1, 10 В,= Bkx[0，1]， 下 面 验证 Q=g(o， 
т) (0<7<1) 满足 Leray-Schauder 定理 中 的 三 个 条 件 : 

D 对 每 一 个 rE[0，1]，g(o，r) 将 B 连 续 映射 到 自 в, 
ХЕ By 上 是 完全 连续 的 ,并 对 任意 的 o(zD)EBw 关 于 
TEL[0，1] 一 致 连续 。 

为 了 证 明 Q = g(o，zr) 的 完全 连续 性 . ЕА E A 
0900) Є Bu ()=1,2,:-), ШО? = 609, 1),]=1,2,- 8 
Ж 4.2, ЗЕЯ То, ФО (z) 满足 估计 式 
(4.54) CaL BY (2), Б1<М Сто, DI<M,o, 

Lp Co” 2), D1< M, 
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这 HE M;= M;i(qo Do ko а, L, D, M), i=9, 10, 11, МИ 
能 从 ФР {Фа} {Тос р 选取 子 序列 不 妨 设 原 序列 在 
D, і — ЖШ 8] Ф (а), Фо (2), WOR), іам) =. 
PO) +00 (2). 00 а) 表示 积分 方程 组 
(4.55) аа) =тЕ (2, w, pov ЙО), k=1, =, т 
的 解 。 将 对 应 于 R? = о’, туи ЕУ, A 
(4.56) QP- 019 = (ЕР, ob, pi + Йо) - FIP(z, wt, 
Фб Йа) + Cz)], k= 1 ,m, 

ЯВОР Е (z, oP, pi” + ioo) A FP, w, po + a0), 
ÈE FP 在 D, 外 等 于 0 和 条 件 C, 并 仿 [128]31) 第 四 章 定理 3.1 
的 证 法 ， 使 用 Minkowski 不 等 式 和 Hilder 不 等 式 可 证 
Lpu[CU(z ) ， 万 ] 一 0， 当 六 ceo， 并 由 定理 4.2 中 的 估计 式 ， 
可 推 知 | 4 j> BF, 1,00 - 09, Б]-»0, 3% K H 002) = 
8g[o(z)，z] 对 每 一 个 rE[0，1] 在 Вы ҺЕ 完全 连续 的 。 同 理 ， 
也 可 证 明 Q(z) = 8[o(z)，z 将 如 连续 映射 到 自身 ， 即 能 证 ， 对 
ovd)(z)EB(i= 0, 1,2), Н j> BF, 19“ (z) – 9902), 
51-0, W j> В, 1,096) – 0960), 0-0, 其 中 
аф (2) = ог), т], z€[0, 1], j=0, 1, 2,--. 

此 外 ， 对 任 一 向 量 a(z)E Ву, НАНА 的 wa) = ФО) + To 
R QG) = во(2), 13), ј=1,2, MB 
QO (z) =r;F% (z, (2), P) + ПО), ELO 11,]=1,2, 
将 以 上 两 式 相 减 ， 得 
Qu (2) - 02 (2) =r, [FP (z, w, Ф + ПОО) - Е (а, w, Ф 

+Па%)]+ (т,-т,)Е%(2, w, Ф + Па), 
由 上 式 推出 Lp [Q (2) – 052(z)， D3j<|r,- |M,, 此 处 Mi: = 
Maldos Do Ko, а, L, D, w, 9%), ¿k H Q= g(@,r) 对 
TELO, 1] 一 致 连续 。 

2) 当 T=0 时 ， 由 (4.53) 可 知 ， 对 所 有 的 o(z)EB， 均 有 
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Q(z) = 8[o(z)，0]EBw。 

3) 从 估计 式 (4.21) 得 知 : 积分 方程 组 Q(z) = 60602), т]00< 
r<1) 不 具有 LoLQ(z),，DI]=M 的 解 9(z)， 即 在 B。 的 边界 
1B。= BN\B。 上 不 包含 Q= g(9, т) 的 解 。 

因此 ,由 [75].[45] 中 的 Leray-Schauder 定理 ， 则 知 Q(z) = 
8[9(z)，z] 对 每 一 个 rE[0，1] 特别 对 zx=1 在 Bu 内 存在 着 解 
Q(z)， 于 是 w(z) = pG) +TQ 就 是 一 阶 复方 程 组 (4.47) 之 问 
题 B 的 解 。 

余下 还 要 消去 复方 程 组 (4.47〉 的 系数 在 D, 外 等 于 0 的 假 
定 。 由 定理 4.2， 复 方程 组 (4.47) ZE B Hw) 满足 
估计 式 〈4.21)， 因 此 能 从 {w'"(z)} 选取 子 序列 不 妨 设 原 序列 在 
D k—B Виа), X. JX (wi) = (et а), (w) 选取 
子 序列 不 妨 设 原 序列 在 D 上 分 别 弱 收敛 到 oo (2) „У (2), WES 
义 微 商 的 定义 ， 对 于 任意 的 pg(z)E Di(D)， 有 


оао + wepe 40, =0, 
р 


щп-оо 时 ， 得 到 

fewe ps+ ye 0 Ia0, =0, 

D 
故 [we 21, =У(2), HED, RME (4.56) 式 中 的 
Ly [CË G), 61-0, јо, 我们 可 证 ， Мисс 时 ， 有 
Lp LF (z, wm, w®) — F G, wO, w), 51-0. 并 且 还 可 
证 Е (2, wm, w?) — Е (z, wm, w?) # D ЕКТ 
0。 事 实 上 ， 


А 
а w) - FG,w w) |< Уон), 
kel 
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因此 只 要 证 明 ， 当 no 时 Й?) =| WP- м) E D Е 39 k 
AF0, k=1, =, m, BU, 存在 一 个 正 整数 ko(1 适 Ke 和 m)， 
可 从 URO) 选取 子 序 列 不 妨 设 原 序列 在 D 上 弱 收敛 于 ЛРС), 
它 在 正 测度 集 ECD ЕЛЕ, X У Ги (2) – w'(z)]z 弱 收敛 
Тож, KIR”, wP, ит) - Ра, wP, wE 万 上 弱 
收 ж ғ 0, х Е (z, wm, wm y 一 F) (z, wm, w?) 在 Dt 
СЕО, ШЕ (с, моу) ED ЕСТ FE, м, 
wP), Eh wa) 对 z 的 广义 微 商定 义 , 当 n->2， 可 得 对 任 
意 的 pg(z)E Di(D)， 有 


f Lw (z)gz+ F(z,w°9, м2) (2) 100. =0, 
р 


因此 有 wP =F, w, wO) i wo(z) 是 一 阶 复方 程 组 (4.46)》 
于 DD 内 的 解 ， 且 满足 边界 条 件 (4.17). (4.19), м (2) 是 
(4.46) 之 问题 B 的 解 。 

定理 4.3 设 一 阶 非 线性 复方 程 (3.13) 满足 条 件 C， 又 
(3.32), (4.16) 中 的 正 数 = 适当 小 ， 则 (3.13) 之 问题 也 是 可 
解 的 。 

证 我 们 考虑 形 如 下 的 一 阶 复方 程 组 
(4.57) wz— G(z, w, wz) = тўб, w, w,) + ACz), G= OV Ww, 

+Q 2; + Ам + А, 

这 里 r(0<r<1) HBA, f=q'w,+ ааа уча. 
0% = (бра, Wmm AP = (Д00)) нкт, 99 = PE, 
39) пт» AP = (0) nen OP= ОР, APAP, qf =0, 
а = 0, 1<k<1<m, Qip=0, АР=0, q = 00, aP = AP, 
1<k<1<m, j=1, 2, A=(A,G(z),---, А„(2))', АьЄ1,00), 
К=1,--,т,р>2, Щт=0, А= А, В (4.57) 就 是 
(4.46) 的 特殊 情形 ， 如 引 理 4.2 的 证 明 ， 可 知 此 时 (4.57) 之 
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问题 B 是 可 解 的 。 下 面 证 明 ; ERTO), (4.57) 
之 问题 B 可 解 ， 则 存在 一 正常 数 6, 使 得 当 |r- zl 和 4 0<т<1, 
复方 程 组 〈4.57) 之 问题 B 均 可 解 . 为 此 , 我 们 将 (4.57) 改 
写成 
(4.58) wz 一 G(z，W，Wz) – т/б, w, №.) = (z — ra)ÍGz, w, 

Wz) + А(2), 
从 引 理 4.1 与 定理 4.2 知 解析 函数 向 量 之 问题 B 存 在 唯一 解 
wz), Н м9 (z)ECp(D) NWh(D),B,， po 是 定理 4.2 中 所 
述 的 常数 。 将 wo(z) 代入 《4.58》 等 号 右边 w 的 位 置 ， 则 可 求 
19 (4.58) SIIR В HJR wO) ССр) пр), 类 似 于 引 
理 4.1， 我 们 可 求 得 一 串 函 数 向 量 {w"(z)}， 它 是 以 下 复方 程 
组 之 问题 B 的 解 。 

Мпа G(Z, Waris +12) — Tof CZ, Wasis Waiz) 
(4:50) { = (т-т,) (Z, Was Wnz) + ACZ), 
从 上 式 可 得 

Суть Wa); — G(Z, Wasis Ине) + G(Z, Wns Waz) 
(4.60) | —ToLflz, Wasi, Wnt1z)— [(2, Wa, Wnz)] 

= (т- в) Wa, Ма) — f(z, Ма, мт) 
X wa. (2) - м, (2) 满足 边界 条 件 
(4.61) КеГА(2) [+ 1(2) - м, (2) ]} = (2), ZET, 
(4.62) Im{ACa CWn: Caj) – м, (а) 1} =0, jE {jh 
使 用 定理 4.2 中 的 估计 式 (4.20), T 
Sn = Ca[W,, i -Wns 万 ]+ Lp [ль = м) | +10 
м), |, DISIT- rolMisSe 1, 
这 里 Mis= М,,(,, Do ko а, L, D). 仿照 引 理 4.1 的 证 明 ， 
使 用 参数 开拓 法 ， 可 证 当 r=1、4(z) =А® (z) 时 复方 程 组 
(4.5D 之 问题 B 是 可 解 的， 而 此 解 的 唯一 性 可 由 定理 4.2 推 
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a.e { 


出 。 

余下 还 要 转 到 一 阶 非 线性 复方 程 组 (3.13). 引 入 Banach 空 
间 B=C(D) 中 的 有 界 闭 凸 集 Bt， 其 中 元 素 是 满足 以 下 条 件 的 
连续 函数 向 量 w(z) = (wi(2)，…,wm(z))'。 


(4.64) C(w, В) = $, Ciwa), Б1<Мь, 
kel 


此 处 Ms 是 (4.21》 式 中 的 常数 。 任 取 一 连续 函数 向 量 W(z) = 
《W141(2),…,Wm(z))'E Bu， 代入 《3.13〉 系 数 中 函数 向 量 w(z) 
的 位 置 (不 要 代入 wz)， 此 时 (3.13) 是 复方 程 组 (4.57) 的 特 
殊 情 形 ， 由 前 面 已 证 的 结论 ， 这 样 的 复方 程 组 (3.13) 之 问题 也 
具有 唯一 解 Са), ië А W (z) 到 w(z) 的 映射 为 w(z) = gLW (2)]。 
根据 定理 4.2， 可 知 w(z) 均 满 足 估计 式 (4.21)， 因 而 也 满足 

《4.64)。 对 于 任 一 函数 向 量 序列 W"(z)E Bx，n=1,2,…， 由 
于 wt) (z) = gLW"(z)] 满 足 估计 式 〈《4.21)，n=1,2,…, 故 可 从 
{wm(z)} 选取 子 序列 在 万 上 一 致 收敛 到 连续 函数 向 量 w'o (2), 
这 表明 g 将 Bu 映射 到 自身 的 紧 集 。 为 了 证 明 g 是 Bu 上 的 连续 
映射 ， 任 取 一 函数 向 量 序 列 W"(z)EBx,， n=0，1，2,…，, 使 
#3 4 n> В СГМ (2) -W® (z), D]>0, È X 2j w™(z)= 
gEW™(z)] 《n= 0，1,2,…) 的 唯一 性 , 则 仿 (4.56) 中 Lp COP- 
aP, 01-00 j>) 的 证 法 ,可 证 СС (z) - wo0(z)， 万 ]->0 

( 当 n 一 co)。 这 就 证 明了 g 是 将 Bu 连续 映射 到 自身 的 紧 集 ， 由 
Schauder 不 动 点 定理 〈 见 [107])， 可 知 存在 一 连续 函数 向 量 
WwW(z)， 使 w(z) = gLw(z)]， 而 w(z) 就 是 一 阶 非 线性 复方 程 组 

(3.13) 之 问题 也 的 解 。 

定理 4.4 在 定理 4.3 的 条 件 下 ， 复 方程 组 (3.13) 之 问题 
A 的 可 解 性 如 下 
G) 当天 过 NGK = 1 ,mm)， 则 问题 4 是 可 解 的 ， 
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(2) 当 0<Ke<NGk =1…m)， 则 问题 A 的 可 解 条 件 个 数 


т 
<mN- Y; Ku 
k 


m 
(3) 34 Kx<0(k= 1, , т), WJ ia] š A Я m(N — рак» 
-1 


个 可 解 条 件 。 

此 外 ， 还 可 写 出 其 它 情形 下 问题 A 的 可 解 条 件 个 数 。 

证 根据 定理 4.3，(3.13) 之 问题 4 有 解 w(z), 将 此 解 
w(z) 代入 到 边界 条 件 《4.17)， 如 果 其 中 的 h(t)=0,，tET， 则 ^ 
此 解 w(z) 也 是 《3.13) 之 问题 A 的 解 ， 而 h(t) = 0 的 条 件 便 可 
推出 定理 中 所 述 的 可 解 条 件 个 数 。 

最 后 还 要 提 及 ， 用 类 似 方法 还 可 讨论 一 阶 非 线性 复方 程 组 

(3.13) 之 Haseman 边 值 问题 及 一 阶 线性 复方 程 组 (4.1) 之 
Riemann- Hilbert 问题 的 可 解 性 。 


55 ”二 阶 椭圆 型 复方 程 组 的 边 值 问题 


本 节 先 讨论 二 阶 非 线性 椭 贺 型 复方 程 组 的 斜 微 商 边 值 问 题 ， 
然后 讨论 二 阶 线性 复方 程 组 的 相应 边 值 问题 。 


一 、 二 阶 非 线性 复方 程 组 的 斜 微 商 问题 
所 谓 二 阶 非 线性 椭 贺 型 复方 程 组 (3.34) 在 N+1 连 通 区 域 
了 上 的 斜 微 商 边 值 问题 或 PoincarE 边 值 问 题 (问题 P)， 即 求 
(8.34) 于 万 上 的 连续 可 微 Ul) = (wu1(z),…,un(z))/， 使 它 
满足 边界 条 件 


~ 284 


т 


Р ЕЗБЕ 2100), ТЕГ, k=1,*,m 


Вр КеГАСг)и,]+ 0(1)и (0) =7(1),2ЄГ, 
其 中 
ACE) = (Akt(t))mxmyG(t) = (Ok(t))mxmyT(t) = (T| (t); Ta (t), 
并 设 аел) +0, ЖЖ lA) =1, t€T, k=1,=" m, ХВ 
& ЫИ Ке 
Calak), TISE, C.[rk(t), FISh, k.j=1,:,m, 


这 里 < 1 都 是 实 常 数 ，e 是 如 前 所 述 的 适当 小 的 正 


常数 ， 记 Kk= 去 4Arargxx(b， ТК = (К,, Km) 称 为 问题 了 
的 标 数 。 

为 了 讨论 复方 程 组 (3.34) 之 问题 P 的 可 解 性 ， 我 们 引入 相 
应 的 一 阶 复方 程 组 
(5.3) wz=Í(z, и, u;, W, Wz), Ї= Re[Qw;+ А+ A®u 

+A), 

ЖЕ Он= Ом(2, u, Uz, wz), АР=АШ G, u, и,),] =1,2, 
А = AP (2, и, и,), kl=1,,m, ЖЖЖ (5.3) 适合 如 下 
边界 条 件 与 关系 式 的 变态 边 值 问题 Q. 
(5.4) Re[A(t)w(t)l+o(tDu(t)=z(t)+h(), tET, 
(5.5) Im[ (а) м(а;)1=5,, jE 4}, 


N 
(5.6) но маз кеса + у 6 ій) 2-е, 
° 


HH h) аз Ьу, (jim (4.18), (4.19) Н, и = (uo …y 
Wom) HEER ВЫ, шо <, k=1,--,m, а; = (dj, djn)! 
都 是 适当 选取 的 实 常数 向 量 , 使 得 由 (5.6) 式 中 所 确定 的 函数 向 
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Eu) EKR D 内 单 值 。 

现在 要 给 出 (5.3) 之 问题 Q 解 的 先 验 估计 。 

定理 5.1 设 二 阶 复方 程 组 (3.34) 满足 条 件 C, 又 (3.38) 
5 (5.2) 中 的 正常 数 。 适当 小 ， 则 其 相应 的 一 阶 复方 程 组 (5.3) 
之 问题 Q 的 解 [w(z)，、u(z)] 满足 估计 式 
(5.7) Вм= Cprw(z)， 万 ]+ 11%: + lwl, D1<M,, 
(5.8) Su=CFu(z), Б1<М,, 


1), в=1-2/0,, м.м, ЖЗ Ж 


1-а 
数 ，Mi = М4» Do К, а, 1, D), 9, = (4,9), j=1, 
2. 


这 里 pi(2<P<min(p， 


证 从 (5.3) 与 (5.4)， 我 们 有 


(5.9) L| Atu + AP, DI<eSu+ ko, 
nel 


т 
(5.10)Ce[ - > Get, + Tilt), Г]<е5и+1,, k=1,*, m 


LI 


12 H=eSu+k +1,+1, (2) = (2) /Н, U(z) =uGz) /H, 8 
Wa) 是 一 阶 复 方程 组 
(5.11) W; = GG, и, uz, U, W, W,), G= Re[OW。+ Ауу 

+AJ, A= А00 + А /Н 
满足 边界 条 件 
(5.12) КеГАС И (2) ]= 01) +h(D, 

r(t) = -G(t)UCGt)+z(t)/H,t€T, 

(5.13) Im[ 和 Kai)W(aji)]= b;/B, j€ t), 
之 Riemann-Hilbert 问题 的 解 ， 容 易 看 出 ; 
(5.14) ІА, DI<1, Сеть, T ]<1,[bi/H|<|1,k=1,+-,m, 
因此 由 定理 4.2 中 的 估计 式 (4.21) 可 得 
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(5.15) RW<M,, Е) Rw<M,(£Su+k,+l+1), 
此 处 Ms = M,(q,, Ро» Kos а, L, D), HF ulz) FMO 满足 
ŽAR 656.6), THA: 
(5.16) Su<l, + M,Rw, 
这 里 M, = M,(D)。 将 上 式 代 入 (5.15), Жи e 为 适当 小 的 正 
数 ， 使 得 1 - eM,M,>0, Ш 
(5.17) Rw<Mas(l(1+s)+ko+l)/(1-sM:M) =M;, 
将 上 式 代 入 (5.16)， 即 得 估计 式 (5.8)。 

使 用 以 上 定理 、 定 理 4.3 及 Leray-Schauder 定理 ， 我 们 将 
证 明 某 些 条 件 下 复方 程 组 (5.3) 之 问题 Q 的 可 解 性 。 

定理 5.2 在 定理 5.1 的 相同 条 件 下 一 阶 复方 程 组 6.3) 
之 问题 Q 是 可 解 的 。 

证 让 我 们 引入 Banach 2] В = С!(0) HHA RI R Bu, 
其 中 元 素 u(z) 是 满足 下 面条 件 的 函数 向 量 。 


(5.18) Си, D5]= Усы, р) +С(и,, D) 1<М,, 

k=1 
这 里 M, (5.8) 中 的 常数 ， 任 意 选取 向 量 &(z) EB， 代 入 一 阶 
复方 程 组 (6.3) hulu, 相应 的 位 置 以 及 边界 条 件 (5.4) Ни 
的 位 置 ， 并 考察 带 有 参数 t(0<t<1) 的 相应 复方 程 组 与 边界 条 
件 


(5.19) ма tÍ(z, и, Uz, W, Wz), 
(5.20) Re[X(z2)w(z2)]= —to(z)u(z)+r(z) +h(2), ZET, 
(5.21) Іт Ma)w(aj))]=b;, jE (y. 


由 定理 4.2， 定 理 4.3， 可 知 上 述 边 值 问 题 B 存在 着 解 w(z)， 并 
满足 估计 式 

(5.22) Самба), Бет +1», DI<Ms, 

ZEB, P 与 (4.20) 式 中 的 相同 ， М; = Ms(qo, Do Kos a, lo 
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D，M,), 再 由 关系 式 


(5.23) U(z) =w+Re| [wo + ye: Jaz 

о л 2-2; 
可 确定 函数 向 量 U(z)， 它 满足 估计 式 
(5.24) CALU(z), р]<М,= M.(q,, Pos Ко, а, lo, D, М,). 
WA uz) EB 到 U(z) 的 映射 为 U= Ги, tJ, 0<t<1. 仿照 引 
理 4.2 的 证 法 ， 可 证 映射 U= ви, tJ (0<t<1) 满足 Leray- 
Schauder 定 理 的 三 个 条 件 ， 因 此 存在 函数 x(z)EBx， 使 得 
u= в[и, t] (0<t<1), 特别 当 t= 1 时 ， 一 阶 复方 程 组 (5.19) 
即 (5.3) 之 问题 Q 具有 解 [&(z)，w(z) ]。 

由 以 上 定理 ， 可 以 导出 二 阶 复方 程 组 (3.34) 之 问题 P 的 可 
解 性 结果 。 将 一 阶 复方 程 组 (5.3) 之 问题 Q 的 解 Cu(z)，w(z)] 
代入 到 边界 条 件 《5.4)》 与 关系 式 (5.6)， 如 果 

(5.25) h(t) =0, tET, 


(5.26) d®=0, j=1, N, BB Re. (рав 0,1, N, 
了 


那么 上 述 问题 Q 的 解 &(z) 也 是 二 阶 复方 程 组 (3.34) 之 问题 了 的 
М. 条 件 (5.25) 与 定理 4.4 中 所 述 的 条 件 相同 ， 又 “5.26) Ж 
有 тм 个 实 等 式 ， 这 样 ， 我 们 便 得 以 下 定理 ， 

定理 5.3 在 定理 5.1 同样 的 条 件 下 ， 则 二 阶 非 线 性 复方 程 
组 (3.34) 之 问题 P 的 可 解 性 如 下 : 

若 Kx>N, k=1,, my 0<K,<N, k=mi+1, +, m, 
Кк<0, k=m,+1, +, т 则 复方 程 组 (3.34) 之 问题 P 有 


mz m 
mN+(m,-m)N+ У) k;jt(m-m)(N-1)-2 У k; 


j=mi+1 3=ту+1 
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= (2m —mi)N - m+ m,- x: kj- 25 kj 个 可 解 条 件 ， 对 于 


J=mi+1 2 和, 
其 余 情 形 也 可 写 出 问题 P 的 可 解 条 件 个 数 。 
二 、 二 阶 线 性 复方 程 组 的 斜 微 商 问题 
其 次 考虑 二 阶 线性 椭圆 型 复方 程 组 
(5.27) u,;— Re[Q(2)u;;] = ef(z, и, Uz) + А (2), 
f=Re[AGD(z)u,+ А0 (2)и] 
的 斜 微 商 边 值 问题 P， 其 边界 条 件 为 
(5.28) КеГА(2)и,1= - eo(z)u(z) + T(z) +h(z), ZET, 
其 中 (5.27) 的 系数 @、 A 中 满足 条 件 C*, 如 (3.39) 所 示 
2(-2<ё<>) 为 实 参数 ， 还 不 妨 设 M) 具有 标准 形式 


ме) 0 zřk, 2ЄГ,,К= 1,***, m, 
G.29) MD =( м. мы = 上， 
0 Am(z) е к}, 2ETij = 1 和 N 


ffi oG) = (oui(z))nzn，r(2) = (r G), отд) 满足 条 件 
(5.30) CaLoxi(z), DJ<L, Coltel), DJSL, k, j=1,--,m 
这 里 ea( 寺 <a<1) .都 是 常数 ， 又 hz) 如 〈4.18) 所 设 。 


我 们 还 用 问题 Q 表示 这 样 的 边 值 问题 ， 即 求 一 阶 线性 复方 
程 组 
(5.31) Lw =wa— Re[Q(z)w;] = ef(z, и, и,) + А® (2) 
合 以 下 边界 条 件 与 关系 式 的 解 Cu(z)，w(z)]。 
(5.32) Iw=Re[X(Z2)w(z)]= - г0(2)и(2) + т(2) +1(2),2ЕГ, | 


N 
(5.33) u) =, Ве [wo + > =], 
° л і 


此 处 uo = (hors ts Wom) 为 任意 的 实 常数 向 量 ，dj 如 (5.6) 中 所 
16, 下面 先 给 出 问题 Q 的 解 的 积分 表示 式 ; 
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引 理 5.1 iua), WOJE (5.27) 之 问题 2 的 解 
u(z) CWA(D), 2<p<min(p， ser); 那么 
(1) Fw(z)，w(z)] 具 有 表示 式 〈5.33)， 其 中 w(2) 可 表示 成 


w(z) =Ф(2) + Тр, Тр= 一 1 (сс, 6) pC da, 
(5.34) p 
РС) = ша, D(z) = 去 | ee, t)r(t)d0 +Ф,(2), 


RH r(t) = - го(ри(р +т(@), Ра, t).GG, 8) 分 别 是 问题 
Q 的 Schwarz 核 与 Green И, Ф(2)Ф, (2) 是 解析 函数 向 量 ， 
G(z，6) .go(z) 满足 齐 次 边界 条 件 


(5.35) Ве[^(2)Ф(2)]=1(2), z€T; 

D ERDAM To = (Tipi, Тир)” 具有 如 下 性 质 : 
(5.36) (р)г= р(х), Sp= (Тр)., 
(5.37) І (8р, D)<Ar, Lr, (p, D), Ар <>, 
(5.38) A,<1, Ш K,<0, К=1, т, 
(5.39) С[Тр, DJ<ML; (р, Р), 


ХН В = тіпа, 1-2/р,), М,= M,(p,, р). ХЕ Ж (5.5) 
的 解析 函数 向 量 D(z) 满足 

(5.40) C/@(2),DJ<M,, І, ГФ'(2), DI<M,, 

此 处 M; = Мур, а, L, D), i=8, 9. ЖУК, ХЕ Xma <i, 


ЧЕ # (2 < <ши(р, +), вв 


1-а 


(5.41) mqoAp, <1, М K,<0, k=1,:*-,m, 
证 注意 到 p(z) = (р1(2),---, Pal) 等 ,使 用 书 [128]31) 
第 二 章 82 中 的 结果 ， 可 以 证 明 本 定理 。 
现在 我 们 使 用 线性 算 子 方程 的 Fredholm 定理 ， 讨 论 前 述 问 
МО 与 问题 P 的 可 解 性 。 
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当 Ki<0, k=1,.…,m， 使 用 引 理 5.1 与 压缩 映射 原理 ， 可 
求 得 边 值 问题 @,: 
(5.42) Ім = А (2), z€ D, 
(5.43) = т(2) +1(2), z€ T 
的 唯一 解 wo(z)。 又 对 于 任 一 向 量 w(z) E C1(D)， 也 可 求 得 边 值 
问题 C:: 
(5.44) Ім = }(2, u, uz), z€ D, 
(5.45) = -9(2)и(2) +1(2), zET 
的 唯一 解 w(z)E Ce( 万 。 用 w = R,u 表示 这 个 从 wu(z) EC!( 万 ) 到 
W(z)EC( 万 ) 的 映射 。 又 用 4= Riw 表示 由 (5.33) 中 的 积分 项 
MRA wa ECD) #|u(z) €C'(D) 的 映射 。 易 知 Ri 是 一 线 
性 有 界 算 子 ，R: 是 一 线性 有 界 的 完全 连续 算 子 ， 这 样 ， 我 们 得 
到 线性 算 子 方程 
(5.46) и- eR,R,u = Е № + uo, 
这 里 ww 是 任意 实 常数 向 量 。 因 为 RiR: 是 从 C!( 万 ) 映射 到 自身 
的 线性 有 界 的 完全 连续 算 子 ， 使 用 线性 算 子 方程 的 Fredholm E 
理 ， 以 
(5.47) e;(Q= 1 2 …): ее, j= 1 2 
表示 齐 次 算 子 方程 
(5.48) и- 2 Ви = 0 
的 离散 特征 值 。 这 样 ， 类 似 于 定理 4.1 的 证 法 ， 我 们 可 得 如 下 结 
R: 

定理 5.4 设 二 阶 线性 椭圆 型 复方 程 组 (5.27) 的 系数 Q(z)、 
Аб (0) =1, 2, D PEREC, LK, k= 1,…,m。 

D 车 不 是 相应 齐 次 算 子 方程 (5.48) 的 特征 值 ， 则 
(5.31) 之 问题 Q 是 可 解 的 。 若是 (5.48) 秩 为 4 的 特征 值 ， 
则 此 问题 Q 有 4 - 个 可 解 条 件 ，s 生 4。 

(2) 若 Kt<0(Gk =1，…，m)，s 夫 sj，ej(i=1，2，…) 是 
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(5.48) 的 特征 值 ， 则 (5.27) 之 问 sp 6-2 Кь+2атм- 
m-s TRR CHERE S A m-s SERRA, 


s<min( m, -2 Krt 2mN- т). e 是 (5.48) 的 秩 为 4 的 特 


x= 


Ш, МНР H - 232 Ker 2mN_mm+g_s 个 可 解 条 件 , 它 的 
kel 


通 解 包含 有 m+ 9 一 s 个 任意 实 常数 ， s<min(m+ 4q, - зу; К, + 
k=1 


2mN - m+ q)。 我 们 还 可 写 出 其 它 情形 下 问题 P 的 可 解 条 件 个 数 
及 其 通 解 所 包含 的 任意 实 常数 的 个 数 。 

最 后 ， 我 们 讨论 边界 条 件 (5.28) 更 一 般 的 情形 ， 即 其 中 
МА 如 《5.1) 式 中 所 述 ， 并 满足 (5.2〉 中 所 述 的 条 件 。 我 们 
仍 把 求解 二 阶 线性 椭圆 型 复方 程 组 (5.27) 满足 这 样 一 般 边 界 条 
ФЕ (5.1) 的 斜 微 商 问题 记 作 问 题 P， 并 把 求解 相应 的 一 阶 线性 
复方 程 组 (5.3) 适合 一 般 变态 边界 条 件 〈5.32)、 关 系 式 (5.33) 
的 边 值 问题 记 作 问题 Q. 

下 面 讨 论 这 种 一 般 的 边 值 问 题 Q 的 可 解 性 。 今 设 复方 程 组 

(5.31) 中 的 系数 Q(z) 满足 条 件 (3.37)、(3.38),Ad(z) № 
足 条 件 (3.35)。 当 KN(k=1,…,m)， 由 定理 4.3， 可 求 得 
形 如 (5.42), (5.43) 的 问题 Q, 的 通 解 Ww(z) =Wwo(z) + w*(z)， 
这 里 w(z) 是 问题 Q, 的 一 特 解 ， 而 


w*(z) = (C,w*(2), =, См (2))', Сь= (Ck Ы 
(5.49) Í Chagkk-N+Dy 
w? (z) = (WA (2), ее WK -н+1(2))”, k=1, sm, 
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为 相应 齐 次 问题 的 通 解 。 其 次 ， 对 任 一 向 量 w(z) E C1'(D)， 我 们 
也 可 求 得 形 如 (5.44)、(5.45， 与 

(5.50) Im[A(a;)w(aj)]=b;, jE (j) 
之 问题 Q, 的 通 解 w(z)E Cs(D)， 这 里 b; 是 任意 实 常数 向 量 ， 
类 似 于 定理 5.4 的 证 明 用 w= Ru 表示 从 u(x)EC'D) 到 
w(z) = C( 万 ) 的 映射 ,又 用 w= Riw 表 示 从 w(z) EC( 万 ) 到 &(z)E 
C!( 万 ) 的 映射 ， 并 可 得 线性 算 子 方程 

(5.51) и- eR,R,u = R,w + R,w*+ us, 
这 里 w 是 任意 实 常数 向 量 , 而 (5.51) 的 齐 次 算 子 方程 及 特征 值 如 

(5.48),(5.47) BUR, X esj(j= 1，2,…)， 则 (5.31) 之 问 
题 @ 可 解 ， 其 通 解 

(5.52) u(z) = eR,R,u+ В м, + R,w* + wuo 

BS # 221 Кь-тМ+2т 个 任意 实 常数 。 如 果 e= еу Я (5.48) 


名 
秩 为 4 的 特征 值 ， 由 s 表示 任意 常数 系数 矩阵 的 秩 ，s<min(q， 

25K- mN+ 2m)。 这 样 ,我 们 可 确定 上 述 任意 实 常数 中 的 * 个 ， 
也 确定 了 4 个 代数 方程 中 的 s 个 等 式 。 这 表明 (5.31) 的 问题 
有 gq -~ s 个 可 解 条 件 ， 其 通 解 包含 有 2 Em- mN+ 2m ~s 个 任意 


实 常数 。 

至 于 (5.27) 的 问题 P. 我 们 将 上 述 问 题 8 的 解 [u(z)， 
Ww(z)] 代入 到 关系 式 (5.33), Fit 0;=0, j=1,…,N。 Ме 
ЖЖ (5.48) 的 特征 值 ， 用 前 述 方法 ， 以 s 表示 任意 常数 的 系数 


和 矩阵 的 秩 ， s<min(mN, 2} Kr- mN+2m), И] (5.27) 的 问题 P 
kel 
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有 rmN-s 个 可 解 条 件 , 而 它 的 通 解 包 合 有 22 Ke- mN+ 2т - s 


个 任意 实 常数 。 如 果 e 是 (5.48) 的 秩 为 4 的 特征 值 ， 我 们 可 类 似 
地 讨论 (5.27) 之 问题 了 的 可 解 性 。 这 样 便 得 如 下 定理 ， 

定理 5.5 设 二 阶 线性 椭圆 型 复方 程 组 (5.27) 的 系数 Q(z) 
满足 (3.37), (3.58), AP (2) 满足 (3.35)、 则 (5.31) 的 问 
ШО т. 

а) +í 8 不 是 相应 齐 次 算 子 方程 (5.48) 的 特征 值 ， 则 此 问 
题 8 是 可 解 的 ， 

(2) 车 e 是 (5.48) 的 秩 为 4 的 特征 值 ， 则 此 问题 Aa- s 
个 可 解 条 件 ，s 和 4。 

Х 〈5.27) 之 问题 P 的 可 解 性 如 下 ;: 

(1) Ж Кь>М(К=1,.., m), Н еже, 20 =1, 2,…) 是 
《5.48》 的 特征 值 ， 则 《5.27〉 之 问题 P 有 mN-s 个 可 解 条 件 ， 


s<min(mN, 253 Ki mN+ 2m), 它 的 通 解 包含 有 зу Kx— 
k=1 k=1 
mN+ 2m-s 个 任意 实 常数 ;若是 (5.48) 的 秩 为 4 的 特征 值 ， 


则 问题 有 mN+ 9-s 个 可 解 条 件 ， 它 的 通 解 包含 有 2 并 Kr- 


m 
mN+2m+9g-s 个 任意 实 常数 ,s<min(mN+ а, 257 Кұ-т№ + 
k= 


2т+а). 
(2) Ж 0<К,<М(К-=1,-.,т), H e+e, MJ (5.27) 之 问 


EPE mN- K-s AIRE, СЯ ВАН К, + 
а k=1 
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2m-s 个 任意 实 常数 ， s<mim(2mN - ук», L Kit 2т), 车 
k=l rel 
2=8j 是 (5.48) 的 秩 为 4 的 特征 值 , 则 问题 PP 有 mN- >= Кь+ 
-1 
gs 个 可 解 条 件 , 它 的 通 解 包 85 Ki+2m+g-s 任 意 实 常 


m m 
数 ， s<mim( 2mN- УК, +9, XK t 2m +a). 
k= К-т 


(3) 若 Kr<0(k =1,…m)， 则 (5.27) ZI P ñ) ЧТИ 
形 如 定理 5.4 中 所 述 。 

对 于 其 它 情形 ， 我 们 也 可 写 出 问题 P 的 可 解 条 件 个 数 及 其 通 
解 所 包含 的 任意 实 常数 的 个 数 。 

最 后 还 要 提 及 ， 使 用 类 似 的 方法 ， 我 们 还 可 讨论 二 阶 线性 、 
非 线性 椭圆 型 复方 程 组 (5.27)(3.34) 的 Riemann-Hilbert 等 边 
值 问题 。 
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第 六 章 Clifford 代数 上 的 解析 性 


$1 Clifford 代数 


设 V 是 域 F 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空间 ，Q@ 是 从 V 到 F 的 一 
个 映射 。 如 果 o 适合 如 下 条 件 

1) Q(ax) = а%0(х), аЕЕ, x€V, 

2) B(x, у) =0(х+у) – О(х) - Q(>) 是 双 线 性 的 ， 则 称 Q 
是 VV 上 的 一 个 二 次 型 。 

显然 ，B(x，?) 是 对 称 的 ， 即 B(x，y) = B(y，x) 并 且 B(x， 
x) =20(>х). 

YEV 上 的 张 量 代 数 TIV) = ЕФУФ(У®У) OVOVOV) 
Oec, Ш ТУ) ЖУ 上 的 向 量 空间 ， 并 且 还 是 F 上 的 代数。 
it Ko 是 由 所 有 形 如 x@x- Q(x)1, x€V 的 元 素 生 成 的 TCV) 
中 的 理想 。 作 商 代数 C(V,Q) =Т(У)/Ко, ДЕС (У, Q) УЕ 
上 关于 二 次 型 Q 的 Clitford 代数 

如 果 aET(V)， 记 5=a+KoEcC(VY，Q)， 并 设 了 到 C(V， 
Q) Ш і. х2, БУ 生成 T(V), 所 以 i(V) 生 成 Clifford 
代数 。 我 们 有 至 = Q(x)I。 此 外 ， 我 们 断定 映射 i 有 如 下 的 普遍 
性 ， 如 果 f 了 是 从 V 到 代数 .ex 的 一 个 线性 映射 ， 它 使 得 

f(x)*= Q(x)1, x€ V, 
则 存在 唯一 的 从 C(V，@) 到 .x 的 代数 同 态 g 是 可 交换 
的 。 
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i 
У—>С(У, Q) 
1 7 


ее” 
我 们 还 注意 到 理想 Ko 中 包含 每 一 个 
(x+y) + у) - Q@x+ y)1= x@x+ y@x+ x@y 
+y@®y- Q(x)1-B(x, у) 1-Q(y)1, x, YEV, 
又 因为 x@x- QG) І y@y- 0(у)1СКо, МЫ 
x%y+ y%x- В(х, у)1СКо, x, YEV. 
因而 在 C(V，Q) 中 有 关系 式 
29+92=В(х, УТ, #:= Q(x)I, 
利用 以 上 性 质 我 们 可 以 证 明 ， а 
定理 1.1 Шли, uso, un 生成 F БНН V, 
则 元 素 
1=1, Hi 8,5, Tip <<<, 1<r<n 
ÆR F 上 的 向 量 空间 CV, Q). 
从 定理 1.1 可 知 : 如 果 ту =n, W 
dimC(V, Q) <2", 
此 外 还 可 证 明 如 下 定理 : 
定理 1.2 设 域 的 特征 关 2,，V 是 F 上 的 n 维 向 量 空 间 ， 
Q@ 是 V 上 的 二 次 型 ， 则 
1) dimC(V, Q) = 2", 
2) ШЖ (Uis, Un) 是 关于 V 的 一 个 基底 ， 则 元 素 
1=1, Wi, Hiyo, в, <<<, 1<r<n, 
构成 F E C(V, Q) 的 一 个 基底 ， 它 们 满足 如 下 两 个 关系 式 
z= 0(и)1, 
HiBj+ Bj8i= B(ui, u;j)l, i#j. 
显然 ，Q、B 的 不 同 选取 能 够 得 到 不 同 的 Clifford 代数 。 我 
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ТЕН Е-Е (实数 域 ),Q= -1，B=0 时 所 得 到 的 Clifford 代 
BOTE Bn, EV 的 正 交 基底 为 e1;…，er， 则 乡 , 的 基底 为 
Eos Esty En ， 6", EnEn, Erien (E the, = 1), 
特别 地 ， 当 nm= 1 时 , 98, = Ве, + Ве, = C (ЯВ); Ч n= 2 时 2, 
КОЗЕЛ Coin, ee, СПЕВ 
et=el= -1, (e,e)2= - 1, 
ее, = (e,6x), е,(ее,) = el， (ele:)el= ey, · 

Wezi, e, =j, ee,=k, Я 

Ë=jJ'=kt'= -1, ij=k, јі= -k, 

jk= i, kj= -i, ki=j, ik= -j. 
所 以 B, 是 四 元 数 代数 〈 记 作 Н), Hh 

#,= H. 

下 面 讨论 双 Clifford КЖ, 

我 们 把 由 所 有 积 wv(w，vEV) 所 生成 的 Clifford 代数 
C(V, Q) 的 子 代 数 叫 做 双 Clifford 代数 ， 记 作 C*(V，Q) 。 
C*(V，Q) 也 称 为 二 次 向 量 空间 V 上 的 Clifford 代数 。 

一 个 向 量 ww 叫做 非 迷 向 向 量 ， 如 果 它 满足 Q u) +0. Жи, 
是 一 个 非 迷 向 向 量 ， 则 

(или) (шо) = и (- ши+ Blu, ш)1)о 
= -Q(u)uu+ В(и, ш) uw, 
因此 
uu=Q(u) !(B(u, и) що (щи) (u,u)), 
上 式 表明 С=С (У, Q) 可 以 由 一 切 形 如 wu 的 元 素 生 成 ， 其 
中 wEV。 我 们 可 以 写 V 为 如 下 形式 
V= Ри; + (Еш) °, 
并 且 
u=au+tut, аСЕ, viu, 


FÆ ши = 00 (ш)1 + що", 由 此 可 知 ， C* нишо" 生成, HD С* 
? 298 > 


由 18- 1 维 子 空间 V, =u (Еш) MER, RIE 
(02= —utut= -О(и)0)1, 

Н - О(и)0 E Fu) 的 限制 是 一 个 具有 非 退 化 NA EN B, 
的 二 次 型 。 因 之 ， 我 们 有 一 个 C+(Fu):，Q1) 到 C* 的 满 射 同 
态 。 另 一 方面 ， 如 果 (и, ---, ua) 是 向 量 空间 V 的 一 个 基底 ， 
Wl, wpet b< <i, C(V, Q) 的 一 个 基底 。 因 此 ， 元 
素 1 和 wi.…wi, 《对 于 偶数 r) 是 包含 在 C* 中 的 ， 并 且 这 些 元 素 
"№. РЯ dim C*22"-1, Tü dim С((Еш) *,01) = 2", 
由 此 可 知 C*sšC((Fu) t, О), В dimC* = 2":， 这 就 证 明了 如 
下 定理 ， 

定理 1.3 RRF 的 特征 +2, HJ R Clifford 代数 C+(V， 
Q)SC(CCFu):，0@)，dimC* = 2"!:， 此 处 凡是 任意 一 个 非 ЖА 
АШ, О, 是 ~- Q(u)Q E FU) 上 的 限制 。 

设 F=R 为 实数 域 , п 维 实 向 量 空间 Vr 的 正 交 基底 为 ee …， 
en。 记 二 次 n 维 实 向 量 空 间 V， 上 的 Clifford 代 数 为 .Afr， 则 
dim .er = 2"…:， 其 基底 元 素 可 以 写成 如 下 形式 ，ea= ee ба)» 
А = {а ---а,} = 41, 2,-.,п},1<а,<.<а,<п, Н.В & е}= 
-elj=2,:, п), eiejt+ejei= 001), е}=е,=1, 

例如 当 nmn= 3 时 ， 设 el，ez，es 为 Vs: 的 一 组 基底 ， 取 e 为 
非 迷 向 向 量 ， 则 (Re) :的 基底 元 素 为 1 е, е, ее, 于 是 
A, H e) (Re) * 生成 ， 其 基底 元 Ж Же, еле, ее, еее, (Ж 
23-1= 4 个 元 素 ) .一般 地 、.er n 的 基底 元 素 为 е, @n+ Ciên, 
Cn-ien，,…，E1…en 中 的 2°")! 个 元 素 。 

注意 到 元 素 

Z=X et + Xen, XER, і= 1,:-., п 

组 成 实 向 量 空间 Va Hix zR. П FEV, 定义 
z ИК» ; 


Z = XI161 一 X2z6z 一 …… 一 Xneny 
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Ж 22-е (хр+ + xD, WMR An Ж С 的 绝对 值 取 作 
IC|*= (21 个 基底 向 量 的 平方 和 )。 
W 12] = | = zz=zz, ЖЗ: Ж 2520, M 


(ie) та. 

ВЖ, V, КВТ ЗЕ Зл ЖЕЛЕ, 

定义 1.1 对 于 CE 

D 如果 存 在 一 个 QE.er,， 使 得 cd= de= |с] = ldl:， 则 称 
c ÆT, аус, в: 

D ШЕНЕ а, БЕ, 9 cb=bc=1, H| c ВН 
B, Жос, вс = 1/c=b。 

BA, ИЖС, MJ (5) =c， 并 且 有 以 下 结果 : 

BRES, Ист с- 060 сМ 
足 


HAT. FE, WE co ETRA, 
с=с, (2)- т. 
Bitz, СЄУ,, М 
[26| = 12116], 2@= 62, 21671 = (62), G, 640). 


$2 R" 中 的 正则 函数 


一 、 积 分 理论 
借助 于 明显 的 对 应 


Z= 16+ e + XnEn (Xi, Ха), 
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可 知 V, 与 R, 等同。 假设 也 是 R" 中 的 一 个 开 连 通 集 ，U= У, 
ЫЈ 
ФА?» 是 以 {dxb …，dxn} 为 基底 的 外 代数 。 我 们 研究 微分 形式 
Yx) = 27028 (x)ea dx", 
AH 
其 中 xEDCR", фан) 是 Cr(D) (> ПЖ. 在 p- 链 TCD 
Е, ЖАРА ЗО 的 积分 定义 为 


[seo = е нода, 
г АН г 


今后 ， 我 们 用 记号 
FP = {flf р.а, о) = лод ед} 


来 表示 定义 在 了 中， 赋值 于 .ex С 类 函数 的 集合 。 还 规定 
算 子 


PeX, ро рить 
5( ) Ee Эх, : FP>FE P, 


ER 


= ... au Ы 
ди= Эх, te дх, En Эх, ° 
和 
5_ ди Эи 
ид = + ez 十 十 Эх. en 


2301. 


一 般 是 不 同 的 。 

定义 2.1 BDR ÆN, EFP, 

(1) #Ju=0 (于 D)， 则 称 & 左 正则 于 Ds 

(2) Я ид=0 CF D). Wu 右 正则 于 D. 

易 知 ， 当 n=2 时 ， 了 私 = 2(3/35)x， 因 此 此 时 左 正 则 等 价 于 
解析 。 注 意 到 ， 算 子 3，5 的 形式 乘积 是 Laplacian 算 子 


ЕЯ д 
25= = Ет ++ ЭЯ = A, 
所 以 以 下 定理 成 立 。 
定理 2.1 假设 DD 是 R* 中 的 一 个 域 ,WE F, RE РН, 
2 满足 Au= 0， 则 


(1) Зи 左 正 则 于 D; 

(2) u3 右 正 则 于 D. 

我 们 现在 建立 关于 FP 中 函数 的 Stokes-Green 定理 ， 

定理 2.2 如 果 MCD 是 一 个 n 维 可 微 定 向 流 形 ,1 EF 多 
(Cr>1)， 且 和 是 M 上 任意 一 个 上 链 ， 则 


са) faor= (лах, dx= tA Ad, 
гг 
此 处 


" 
do= Y1(- 13" le ,dš,, 


а-1 


da= dx! A e A хе! Л хеч A > dx", 
证 直接 应 用 Stokes 定理 可 得 


[вол = [= (~ Deadia У дед 
t P“ А 
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=£- ee Б 


“A 


= У(- а: (dafa) 


“A 


=Z neeaf 2 27а axi лав, 


ФА 


“A 


=>! (- 1)-1елед ala r. 1)“ ldx 
Р 


= J eaea ES dx= рое, 


а,А 


以 上 推导 利用 了 ахлах = 0 和 微分 形式 УС 的 微分 的 定义 
dy= J eadhan A dx", 


АН 


由 定理 2.2 易 知 ， 如 果 f 在 DD 中 左 正则 ,， 则 对 于 MCD 上 
的 每 一 个 任意 的 n SET, Mr 


зе =0. 


ХТА f, CFP, HERH Stokes Ж, WRT Æ 
M EBER BE, Д 


[rao = [E10 + (2 влах, 
г r 


EZA, WR f, EFP 分 别 是 DD 中 的 右 、 左 正则 函数 ， 则 
对 于 M 上 的 任意 n 链 T， 有 
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[ев= 9. 


作为 Cauchy 公式 的 推广 ， 关 于 函数 f€ F? 有 以 下 积分 表 
式 示 定 理 ， 

定理 2.5 (Cauchy-Pompieu) 如 果 SCD 是 一 个 紧 n 维 可 
微 定 向 流 形 、 其 边界 为 5， 则 对 于 每 一 个 的 内 点 )， 有 


@.2) fo- 二 并 Пиф -去 е9 оа 


和 
(2.3) 10) = a; роет 


= 2" 


1 2-2 
- 2 ја GE 下 dc 


ИЖ д, = 2x3/r(n/2)。 
证 今后 我 们 既 用 z 表 示 D 中 的 点 ,也 用 z 表 示 超 复 
《hypercomplex) JEŽ Z= х, + Же, +: + хле. 


XF n>3, A 
-2 z =n) = 1 — 2-7 
= ъло = Е - m, 
而 对 于 n=2， 有 
TË Er =le- zb = аа-аа, 


在 两 种 情况 下 ， 对 于 z 关 EC， 有 
¿-z 2-2 үу 
r) = (02239. 


16 - 22-71223) 和 In- z EAM. ЗП 5, = 5\06, 16-21 
<el, z€Š MÆ, ЖНЖ + z fÉ) e SR 56 £ Ër +Š 94 88. 利用 
Stokes-Green 定理 ， 可 得 
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人 2, роја E= аай) 


=[_2-2 А 2- 
"Í pudo- | Sedap, 


lt-zl™s 


然而 ， 对 于 固定 的 z，f(&》 可 以 写成 如 下 形式 


10) = УГ а(б)ел+ Oale), limO4(e) 一 0。 
A => 


因此 
2-2 = 2-2 
еа 12“ z 1221" дої (z) + Ол(е), 
而 
r= аа, = 1, f (Ев) аё 
1-21. t-z <s 


人-21<e 
= @.. Ü 
所 以 ， 当 e—0 时 有 
lm | | = Za 40-1(©) = в. @. 


J 
1€=-zi=s 


从 此 ， 易 得 C2.2) 式 ， 类 似 可 证 (2.3). 
当 引 =0 时 ， 从 (2.2) 式 可 得 Cauchy АХ. 


二 、 级 数理 论 
给 定形 如 下 的 超 复数 


. 365. 


z= P Xali, QUEM n 


а-1 


如 果 

3(z?) =0, УРЕМ, 
则 称 z 为 全 (totally) 正则 超 复 数 。 为 了 说 明 全 正则 超 复数 的 存 
在 ， 例 如 取 


ZK=Xk— Хек, 9zk= ex — ek = 0, 


定理 2.4 一 个 超 复数 z= Erec 是 全 正则 的 充 要 条 件 是 : 


对 于 全 部 Ca... ар) ЄА1, 20, п), Же ВТ 
关系 式 


(2.4) Уре (ен, eh-1)es = 0, 


上 述 记号 (1, 2,=-, nP 表示 取 1，2,…，n 的 p-1 个 元 ЖЖ 
合 的 所 有 可 能 的 具有 重复 组 合 。 (Cap, e.) = 


(арар р 
еа! aps R z(a, ар) 代表 Cas, ар) 的 所 有 
可 能 具有 重复 的 排列 。 
证 先 证 必要 人 性， 假设 z 是 全 正则 的 , 则 有 3(z?)=0 
(VPEN)。 当 p=0 时 (2.4) 成 立 。 当 p=1 时 ， 我 们 得 到 5(z) 
= Уве, =0, В (2.4) RE. HF р20, 我 们 用 归纳 法 来 证 。 


因为 2?=z?-'z， 所 以 


962?) =J (zr -z+ Узе,лР-1Ш, (z) = 0, 


依据 归纳 假设 3(z?-50) = 0， 有 
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于 ezz-:D。C) = 0, 


但 是 


и , у 
z-i = У Xal Хар- (€ СТАДЫ аь-1)» 
(азарт 


所 以 
2 e( У хаха (еа е0) 0. 


(el 和 yap-1) 


HEZA, УРА (s, aD СІ, 2,--, пр, 有 


Уе (еа, e'a DELO 


这 就 证 明了 必要 性 。 
再 证 充分 性 。 我 们 直接 计算 


А 
20) = У “(5 27е.) 
в. s.l 
= (Zee) 221+ J e,ze,z?-? 
++ + J e,z ie, 
因为 满足 (2.4)， 所 以 
Хе,е, = 0, 
Узел; = У) е,хаеле; = У хае; Yle,ez= 0, 
т а, а с 


нез, = 
Уел e= ee 


9,81»... ›ар-1 
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= )! хуа Deolen еа) ее 
аі эар-1 ká 
=0. 

由 此 5(z?) = 0。 这 就 证 明了 充分 性 。 


如 果 z Ух 具有 交换 性 


елер = еъёа(а, B=1,::, п), 
则 当 z 是 正则 时 ， 它 也 是 全 正则 的 。 
除了 变数 zx 以 外 ， 我 们 还 引进 记号 

Zk- āg= (хк-ак) + (x, — a,.)éex, 

定义 了 次 齐 次 多 项 式 为 
“a 
GD V... = эген акна ; 
这 里 的 总 和 取 (Kr, K 的 全 部 具有 重复 的 排列 。 它 在 得 到 
Taylor 展 式 的 交替 形式 中 是 有 用 的 。 例 如 ， 如 果 P5 是 p 次 齐 次 
正则 多 项 式 ， 则 它 可 表 为 
Oo 《0》 w 


PP@)= > V р Р, 


(Kik "Ко KeeKp p 


这 里 的 总 和 取 从 元 素 {2,…，n} 中 抽 了 个 元 素 的 所 有 可 能 具有 重 
复 的 组 合 。 确 实 ， 如 果 [Ps'] 是 所 有 关于 Xss xn 的 p 次 齐 次 
多 项 式 ， 则 [P,] 是 x, 上 的 一 个 右 模 。 齐 次 多 项 式 


B” = У. к : (Kise, Кр) Е {2,:-., ny? 
р. 


的 集合 是 关于 右 模 [P97] 的 一 个 生成 元 的 集合 。 

Delenghe $K Ж f: R'A n, [= Хајлел, 当 了 是 实 解 析 且 
E D KON (x) = 0 或 (万 ) (х) = 0 时 为 正则 解析 于 D, RF fx) 
成 关于 x= 0 的 一 个 实 Taylor ЖЖ, Ч 
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1 = 10) + (27) о + 


+ у СХ Tas, 


此 处 
(=< 5 у Е я и с) л. 
第 p 次 齐 次 部 分 指定 为 


2,-1 D xs" а Е Jo. 


P! ql"90p) 


当 了 在 原点 的 一 个 开 邻 城中 正则 且 解 析 时 ， 则 2; 对 于 所 有 ?在 
D 中 正则 。 多 项 式 2, 是 右 模 [PPJ 的 一 个 元 素 ， 即 
2,0) = У VEe) Cx eE, 
CKP) 
此 处 ; 对 所 有 (Kes К») E1251, п), Скок, ES ne 
因为 


9,= 1 тЫ ( ZK roze) EE, 
p! (Kiser Кр) \ж( Ку». Kp 
1 29 
217 ( тт тд 
PY скр, Kp) «Кру Kp XK EX 


1 32 
= у СХ 


ГЕ 


我 们 断定 Cr к,= (PN (Әхк, ---Әхк,) (0). 
从 此 得 到 ， 一 个 解析 正则 函数 关于 原点 的 Taylor 展开 的 交 
BER, Hl 
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了 (x) = 了 (0) + 


= 1 af 
У 00). 
> рі «Бб ыы “zN Әхку"" EATA) 


因此 ， 在 原点 的 一 个 开 邻 域内 ， 正 则 解析 函数 依据 -1 个 超 复 
变数 Zoe, Za 总 能 够 被 表示 。 另 一 方面 ， 当 
У] zzgs EBP, УК, Kp) C 12,::, п}, 


(Ki: Kp 


有 
í > zrne) = 0, УСК, Кр. ' 


(Kiss. Kp?) 


因此 ， 如 果 在 原点 的 某 个 开 邻 域 
fco = У 23 ( У KO 


POKI stees Kp) Na (Kiss Kp 


此 处 ，CEi:…Kp E27 m5 则 了 解析 县 正则 。 

如 果 我 们 研究 在 aED 的 一 个 邻 域 中 的 正则 解析 函数 ， 则 导 
致 研究 形 如 
(2.6) f(x)=f(a)+ 


a : 
$ (2к, ак). (Zk -ar ) 
P РЛ x= alag, окр | чины 


ке.) ©) 


的 级 数 。 这 个 表示 导出 如 下 定义 ， 

定义 2.2 f; R'A, 称 为 在 DCR" 中 正则 解析 ,如果 对 于 
任意 点 a€D， 存在 一 个 邻 域 N (a) CD, W f ARF a 的 Taylor 
展开 ， 即 


• 310 • 


< 


ә = УЗ У ( > 


Zk, — ак)" (к, ‚ре. ‘Kp, 
p=>0(Kis-.. Kp 


CK19 9 天 D) 
ЖАСО Е. 


因为 关于 正则 解析， 这 里 的 归 一 化 (normalization) 与 
Delenghe 的 有 些 区 别 ， 所 以 我 们 把 他 1970 年 得 到 的 主 要 定理 重 
Ж 

定理 2.5 如 果 fEFY 在 DCR" 中 正则 , 则 对 于 每 个 点 
aED， 存 在 一 个 球 B(a, рер, ЕЕВС r) 内 


fo = 民工 у Ca (xe ре zo. 


р-0 p! (a.s ap) 


这 个 定理 的 证 明 利 用 了 Cauchy 公式 (2.2) (其 中 引 = 0), 
即 


ra = 去 | pEi аа. 


МИ, ЩЕБНЯ (as, ар) € {1,…，n}?， 我们 司 
以 推断 

21 2 
2D >= т: a ЕЕ ево. 
不 失 一 般 性 ， 取 原点 位 于 户 жазау 
ED 内 关于 原点 的 展开 式 ， 即 


和 
а" 1-4)" 1: 


= 页 在 一 +R BO, г) 


2-0 


Dalar т) 


М7 > Е CE)... + 


把 上 式 代 入 f(z) 的 Cauchy 展开 中 且 借 助 于 6.7》 确定 f 的 导 
数 ， 从 而 通过 与 一 致 收敛 性 有 关 的 通常 的 论证 可 得 上 述 结果 。 

另 一 方面 ， 如 果 了 在 壳 体 (shell) ©=В(0, R)NB(O, г), 
R>r 内 左 正则 ， 那 么 有 可 能 按 Laurent 型 级 数 去 展开 了 为 此 ， 
Æ Taylor 展开 式 (2.6) №, 利用 由 (2.5) 所 给 定 的 函数 

Verp 0O 的 定义 得 出 形 如 


о E vP. (sa rp x) 


P*O (Ki... Kp) 
的 公式 。 

为 了 得 到 Laurent 展开 式 ， 假 定 存在 一 个 沉 体 @, = ВО, 
R)NB(0, r) С), 使 得 (V2+1)ri<<(V 5-1)Ri,。 进 一 步 ， 
我 们 引进 记号 Bl=B(0，R1i)， В, = В(0, r), Ц В, = В(0, 
К), B;=B(0, r), Жф ri= (V3+Dr, В = (V3 -1)R,, 
从 Cauchy 公式 ， z€ B5NB,, # 


о ао [Ев 
=f,G) + р), 


因为 AO УРЖА, MACE B, ENEE В 
部 展开 为 


JG) = > уз Ук, -*-к (2) OK Кру 


了 “9 (Куу... Кр) 


此 处 ас, = fg Wer Odot O, 


Е ЕЯ 2-2 
кк, = Be ану T =) 
Mf EUF B, 外 ， 所 以 在 R'NB; 有 下 面 展开 式 
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х-06 


ть айт 
(О = > F Re da, Iia, 
_ё-2_ 
Te- z zF) 


1 
а J бо 
эв. 


=> > Як, кк Ess 


2-0 (Кур) 


此 处 
brea E [Рак Ойда). 
8 


В ЙХ...-к, 是 右 正则 函数 


= У] Wre, OPr ©, 


一 2 pm0 (К. RD) 
的 展开 系数 ， 此 处 、 
Pria G)= A 2: ZK ZK» 
| РІ жскг..Кр 

Я Zr 由 zx = хк 一 xiex，K =1,…，n паж. 

利用 Stokes 定理 ， 在 关于 ax, `x, 积分 表示 中， 我 们 ВВ 
RE В, 并 且 在 关于 bx," z, 的 积分 表示 中 能 以 户 代 状 户 。 a 
得 到 Laurent RFA. 


(2.8) = 5, ven “Kp (ак гек, 


ро (Kie 


-2 Z бк ssiE,s 
P- (Ki, Kp 


其 中 
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ак, = afe ок, Оаа), 


brir Е [ква ©, 
В 


BME bin RAB) 一 致 收敛 。 此 外 , 展开 式 (2.8) EE- W. 
我 们 把 含有 Ук ок, Я Рк, 的 级 数 分 别 看 作 第 一 和 第 二 级 
数 。 

现在 介绍 奇 点 和 留 数 定理 。 

如 果 存 在 x€ R' 的 一 个 开 邻 域 ， 在 其 中 了 正则 ， 则 称 x 为 了 
HEMA. -PAREEN ARENA. Ax 称 为 m 级 的 极点 ， 
如 果 

(1) x 是 了 的 奇 点 ， 

(2) 了 有 一 个 Laurent 展 开 式 ， 它 的 第 二 级 数 在 p=m 处 被 
RE. 

如 果 Laurent 级 数 的 第 二 级 数 没有 会 尾 ， 则 称 了 在 x* 有 一 个 
Куж А. 

为 方便 计 ， 以 下 我 们 假定 奇 点 位 于 原点 。 如 果 在 Laurent 展 


开 的 第 二 级 数 中 ， 出 现 (Ei )b 一 项 ， 则 b 称 为 了 在 x= 0 处 的 
яж. ия 
b= [во ©, 
"2 


此 处 球 了 是 适当 选取 的 。 如 果 了 在 原点 有 一 阶 极点 ， 则 
bo = 25}(х)) 


给 出 了 确定 留 数 的 另外 有 用 的 方法 。 
最 后 ， 我 们 给 出 类 似 的 Cauchy 留 数 定理 ， 这 就 是 
814。 


> 


定理 2.6 设 S 是 n 维 紧 可 微 、 定 向 流 形 ， 如 果 在 S 的 内 部 
Š, BAJA KARA, e, ak, W 


K 
(2.9) dof=o,> Res(f)o;, 
ЕМ 


=Z., EWES 
现在 我 们 转向 研究 关于 非 齐 次 方程 
ди= о 
的 弱 解 的 一 个 正则 性 定理 。 为 此 ， 我 们 先 引进 关于 以 Clifford К 
数 为 值 域 的 函数 的 弱 (或 Soblev) 导数 的 概念 。 
ЖХ2.3 ШЖ ОСЕ" R — POR, u, v€ LI (O), Ж#Н. 
РЕЖ ФЕ С? (5), f 


[[өо+ (Dudx =0, 
© 
则 称 v 为 & 的 弱 导 数 (或 称 Soblev 导数 ), 并 记 作 v=3u (5), 
ICCO) 是 具有 包含 于 @ 中 的 紧 支撑 (Compact Support) 
的 无 限 可 微 函数 空间 。 
集中 注意 力 到 实数 值 上， 我 们 直接 看 到 3 唯一 确定 在 和 
测 集 上 〈 人 允许 相 差 一 个 测度 为 零 的 集合 ) 。 
为 了 证 明正 则 性 定理 ， 先 介绍 以 下 引 理 ， | 
3142.1 设 Mat(3) 是 一 个 M 行 、N 列 的 矩阵 ， 它 的 元 素 
Е Ит. одана 
如 
(2.10) Mat(Ə)u = f, 
此 处 w= (m,e, ин), f= (fo, РОН. СПИНЕ 
定 在 OCR 上 的 分 布 。 令 E= Enoe, ED 是 一 个 复 n n, ЖХ 
Mat(&) 是 在 Mat(3) 中 以 i2; RE (Ә/Әх,) 所 得 到 的 走 阵 ， 还 
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假定 从 实 点 & 到 集合 V = {E，Mat(&) 的 秩 <N} 的 距 离 ， 随 着 
E ETER K, WinX 4 hi A% (distribution) 在 人 满足 
(2.10), B.f€ C>*G(&), А u fE СС) 也 满足 (2.10). 
定理 2.7 ШЖ сЕ" 4 É R, u€ Liw (5), VEC 
(5), НЕО ди= о (5), M] uE). 
证 Pk u 能 够 写成 
и=ш +е.и, + + EnUne 


ней, # 


fö @odx= - feg ua, 
特别 , 当 $ 是 实 值 时 ,这 个 式 子 必 成 立 。 因 而 ， 由 于 和 仅 只 对 于 
出 现在 右边 的 这 些 基底 元 素 能 够 有 非 零 系 数 ， 所 以 是 如 下 形式 
u= Ui+ Et + enVnt+ езек, 


此 处 最 后 一 项 的 和 数 取 遍 2<j<K<n。 于 是 ， 对 于 由 实 值 ， 有 
(Dusu se- x и, > + Ea E A 


+ (5 一 E и), 


这 里 ,最 后 一 项 的 和 数 取 遍 2<j<k<n, 这 就 给 出 以 下 1+ [n(n 一 
- -DIa 个 分 布 方程 组 


我 们 将 这 个 写作 
Mat(9u) = 了 
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现在 证 明 , 按 引 理 (2.1) 定 义 的 集合 V 仅 包含 点 &= 《0,*… 


»0). 


MAE 2+0, 8 Ма) 的 行 可 表示 如 下 (把 因子 ?忽略 不 计 ) 


@ -& 
(E: ё; 
@ o 
Е Q 


-& ` Ên), 
0 0), 
ë= o 
0 ...... È). 


容易 证 明 ， 这 些 n 个 向 量 是 线性 无 关 的 。 因 此 ,对 于 全 部 使 


208) E, # EEV. 


ЖХ, E = 0，5, 关 0。 在 这 个 情况 下 ，Mat(&€) # 它 的 
行 可 表 成 如 下 的 n 个 行 向 量 
(0 - -& -& -&,), 
(ё. 0 0 0 0), 
(0 -& ё, 0 0), 
о-в о ён 0, 
(0 - 0 0 6. 
这 些 是 线性 无 关 的 。 因 此 ， 对 于 这 个 情况 也 有 &&V。 
ЖЕ, ЖЕНЕ, =. =. = 0, 1E 2,90, B| Mat (£): 的 如 
下 nn 行 是 线性 无 关 的 。 | 
(CE Ee En Ends 
(ё, 0 СОО 50), 
o E : se 0)， 
(Q... LE Е 9, 


— Err Berete 0), 
一 kz 0 .. 0), 


Es дела E. 
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这 样 V 仅 包含 5= 0， 并 且 明 显 地 ， 这 些 满足 引 理 2.1 的 假 
定 。 利 用 此 引 理 ， 我 们 可 导出 xEC”()。 

推论 2.1 如 果 人 是 R" 中 的 一 个 区 域 ，w€E Lie ($) 并 且 在 
OR 0= ди (9), им CZE) 正则 的 。 


W, Hilbert 模 

为 了 方便 叙述 沿 着 Clifford 代数 取 值 的 函数 的 理论 ， 我 们 
引进 Hilbert 模 的 概念 。 为 此 ， 我 们 指定 一 个 线性 空间 2F, Я 
纯 量 取 自 一 个 有 限 维 :多 * 代数 .ex 的 元 素 。 这 个 空间 具有 向 量 
加 法 和 按 纯 量 的 右 乘 。 这 些 运算 由 以 下 法 则 所 支配 Cf, g, 
ВЕФК, a, bE ): 

(а) f+g=g+f, 

(b) (f+g)+h=f+(g+h), 

(с) f(a+ b) = ја+ р, 

(d) (f+ g)a= ја+ ва, 

(e) (fa)b= f(ab), 

(f) Ј0= 0, f°1=f. 

这 个 代数 .ef 能 够 是 在 实数 域 或 复数 域 上 的 ， 作 为 一 个 有 限 
如 代数 ， 它 有 如 下 性 质 ， 

D .ez 是 一 个 具有 I 的 Banach 代数 ， 其 基础 Banach 空间 
是 一 个 具有 内 积 <，> 和 由 1lal|= (<a, a>)? HE A A 
限 维 Hilbert 空间 

(2) -er 有 一 个 对 合 (involution)a->a* 满足 

Qa)*= Ха* (是 实 或 复 的 )， 
(ab)* = b*a*, 
(а*)* =a; 
(3) <ab, с> = <b, а*с> = <a, cb*>, 
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алжан, а-а, ЖН. 中 的 元 素 
a 称 为 正 的 ， 如 果 a 是 对 称 的 、 又 对 于 .sx 中 的 所 有 5b 有 <ab, 
5 之 0. 我 们 说 ,元 素 e 是 在 .xf 中 的 一 个 投影 , 如 果 e=e?=e*。 

此 外 ， 可 以 证 明 有 限 维 ' 比 * 代数 还 有 另外 的 性 质 ， 

(4) 如 果 a 是 正 的 ， 则 a 有 一 个 表示 式 


a= J Mei, 
izi 


此 处 es 是 在 .x 中 的 一 个 投影 ，eiej = 0 ( 当 ір, AERAN 
是 一 个 正 实数 ， 此 外 ，a 有 唯一 正平 方 根 由 


at= Ehe: 

给 出 。 

作为 定义 Hilbert 模 的 进一步 的 先决 条 件 ， 我 们 假设 РН 
ЯМА G, 8), f, ЕСО 的 内 积 的 值 在 -er 中 ， 并 且 由 
如 下 规则 所 支配 : 
` (g) (f+8g, h)= (f, h)+ (g, h), 

(Qh) (f, g)*= (g, h), 

G) (f, f) 是 正 的 ， 并 且 当 且 仅 当 了 = 0 时 ，(f, Р = 0。 

D 对 于 -ex 中 的 a 有 ， (|, ва) = (f, ва. 

今后 我 们 假定 er 中 的 范 数 是 正规 的 《normalize)。 因 此 ， 
单位 元 的 范 数 是 1。 对 于 任意 的 元 素 a€ м, RIELE trace) 
为 tra= <а,1>. МИ, и1=1, tr(ba) = <a, b*>>=tr(ab), 并 


B trb*a= <a, b>, д Же tt ВН 1а = tr[ (aa ЖЕ 


义 。 此 处 《oa*)$ 表 示 ва" 的 唯一 的 正平 方 根 。 我 们 注意 到 ， 两 
个 范 数 按照 
la|<lla||<ka 
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(对 于 某 个 k>1 дає.) 是 等 价 的 。 
在 函数 空间 E 上 ， 范 数 定义 为 


П ае = Ре фр. 


关于 多 的 最 后 条 件 是 
(© Æ RF Ill gpg 是 完备 的 。 


定义 2.4 定义 在 域外 上， 又 在 代数 .of 内 取 值 的 函数 族 
ФЕ = Æ (5) 称 为 Hilbert 函数 模 ,24 ， 如 果 (1) 在 加 法 和 以 .er 
的 元 素 右 乘 的 情况 下 ， 它 是 封闭 的 ，(2) 它 具 有 取 值 在 .or 中 的 
内 积 (D 条 件 (ao) 至 (k) 都 成 立 。 

取 值 在 .xf 中 的 Hilbert 模 如 上 的 线性 泛 函 叫做 有 界 的 ， 
如 果 

ILf|<MIlfll oe, VIE, 

此 处 M 与 了 无 关 。 

定理 2.8 Rf, sE, WJ 

1(g， ml<llell gp ПЛ ре 

除了 了 或 g 为 零 ， 当 且 仅 当 g=fa 时 ,等 式 成 立 ， Шао ж 
A 中 单位 元 素 的 实数 倍 。 

定理 2.9 ДЖЕЯ SV 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 则 在 2 
中 存在 唯一 的 g 使 得 ， 对 于 2 中 的 fj， 有 

Lf= (g, f). 

定义 2.5 一 个 Hilbert 函数 模 2 (G)) 叫 做 有 W E W re- 
produeing kernel) K=K(x，y) 的 ， 如 果 

D K 逐 点 定义 在 OXO, MEA Es 

(2) 对 于 他 中 的 每 个 固定 的 x， 由 Kx(y) =K, у) 给 定 的 
函数 K, ЕФ (5) н; 

(3) Р x€@, JEO), # Их) = (К,, р. 

ЖУ 2.6 Hilbert HRR (B) 叫 做 有 性 质 P， 如 果 对 于 
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人 中 的 每 个 *， 存 在 一 个 非 负 常数 M(x) ， 使 得 对 于 A 中 所 有 
1, 有 
омо ПЛ gp. 


化 (加 ) 叫 做 有 性 质 P'， 如 果 加 之 M(x) 在 @ 的 紧 子 E СЕУ 
x 的 一 个 函数 ) 是 有 界 的 。 

定理 2.10 比 (() 有 再 生 核 的 充 要 条 件 是 如 有 性 质 P。 
如 果 再 生 核 存 在 ， 则 必 唯 一 。 

定理 的 证 明 类 似 于 Hilbert 空间 情形 的 证 明 。 

定理 2.11 关于 Hilbert 函数 模 的 再 生 核 满足 

K(x, у) = К(у, x)*, 

"定理 2.12 如 果敢 (39) 有 再 生 核 ， 则 按 27 (S) КЕ 数 收 
钱 的 数列 是 逐 点 收敛 的 。 如 果 Зе (SA E Р”, Д 在 ls) 的 相对 
紧 子 集 上 的 收敛 是 一 致 的 。 

定义 2.7 BÈ, EXO, MRU в) =0, 则 f,g 是 正 
В, ЖЕ} CE (G) 叫 做 正 交 的 ， 如 果 它 的 元 素 成 对 地 IE 
交 ， 并 且 对 于 每 个 $ 都 存在 一 个 投影 eE, ER 

COn, Ф.) = еп, Ф.е, = ne 
定理 2.13 WRX 是 可 分 的 ， 则 对 于 2 存在 一 个 正 交 


Elbi, REZ, WF 中 的 每 一 个 5 有 表示 式 “ 
g=} @,(@,, 8), 
这 里 的 级 数 按照 By 的 模 收敛 ， 并 且 
Пе дее = УФ, DI 


我 们 注意 到 К, 的 Fourier 系数 是 
(Da, K.) = (K,, Ф,)* = Ф,(х)*, 
因此 
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(2.11) Kx= K(x, у) = $ DrD, (x) *, 


依照 通常 的 情况 , 当 在 代数 .ex dh, K, ?可 以 逆转 
(invert) 时 ， 再 生 核 能 够 表示 成 某 些 极 值 问 题 的 解 ， 我 们 用 下 列 
两 个 引 理 阐 明 这 个 可 逆 性 问题 。 

引 理 2.2 ”对 于 xEG@，K(x，x) 是 可 闭 的 充 要 条 件 是 对 于 
AO 中 某 个 f, f(x) Шин. ИХ, М ЖаЕ м, М 
а(Кх, х) =0, Ч НУ Æ (6) 中 的 所 有 了 有 af (x) = 0. 

证 ОЙ (Sh Pr Г, af(x)= 0. 我 们 取 特 殊 的 
к, В.р рак, (х) =aK(x,x) = 0。 反之， 假设 aK(x,x) = 0， 
则 有 

(Kxa*, Kxa*) =а(К,, Kx)a* =aK(x,x)a* = 0, 
因 之 Kxa* = 0。 另 一 方面 ， 对 于 九 ORR f, A 
af(x) =a(Kx, f) = (Kxa*,f)= (0, f) = 0。 

引 理 的 第 一 部 分 从 引 理 的 第 二 部 分 得 出 ， 还 使 用 到 ，f(x) 是 
可 逆 的 充 要 条 件 是 对 于 A 中 所 有 非 零 元 素 ， 有 af0 这 个 结 
м. 

3112.3 对 于 @@ 中 的 每 一 个 x О (6) фо, НЕМ 
中 的 一 个 元 素 a， 使 得 1(x) =K, xa, 

证 如 果 K(x，x) 是 可 逆 的 ， 则 a=K-!f(x), 对 于 更 一 般 
WWR, ВИА Кх, х) = (Kx*，Kz) 可 以 看 出 K(x，x) 是 正定 
的 且 有 表示 式 

K(x, х) = DNiei, 


此 处 , 每 个 Xi 是 正 的 并 且 ез 是 早先 说 明 过 的 射影 (Projection)。 
定义 


e=I- Уа 和 d=e+ E ADe, 
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我 们 可 得 
(K(x, x)+e)d=1, (её=4е=е) 
和 KK= 0。 对 于 ÆW RH f, 有 
1(х) = (K(x,x) + e)df(x) = K(x, x)df (x) + ef (z). 
但 借助 于 引 理 (2.2) 有 ef = 0。 它 蕴含 着 具有 a= df 的 结果 。 

现在 ， 我 们 介绍 两 个 极 值 问题 。 和 问题 I 是 在 服从 边 条 件 
J@)=b (对 于 一 个 固定 的 xEG@) #J# fE F, HIEROOR 
3248748 ИЛ 

问题 ú 是 在 服从 边 条 件 11(x)1= 1 (对 于 一 个 固定 的 xEG@) 
BREF, HIE ((S)) 去 寻找 极 小 值 1711 

定理 2.14 如 果 b 有 表达 式 b=K(x，x)a， 则 问题 I 有 唯 
一 解 8= Kxa, 

证 我 们 将 8 写成 形式 g=Kea+h，hEE(S)。 从 条 件 
8=b， 可 知 b= K(x,x)at+h。 因 此 ，h = 0, Bh, 1° = tr(g， 
8) = tr[ (Kxa, Kxa)+a*(Kx,h) + (h, Kx)a+ (h,h)]. 因为 (Kx, 
h) =h(x)=0, 所 以 18112 gg = Ка oe + Ио. 当 ЦВ 
=0,h=0 kf, лин, 因 之 xa, ый Ld 

我 们 注意 到 ， 当 K(x, х) AE SJ 3 BF, 问题 TI 有 唯一 解 
5=KxzK(x，x) :bb。 此 外 ， 对 于 是 -ex 的 单位 的 特殊 情况 ， 
Ж (вв) = Кх, x) 1(K,, K,)K(x, х) =K(x, x)”, H 此， 
K,=gK(x, х) = g(g, 8). 

定理 2.15 如 果 K(x，x) 关 0， 则 问题 三 有 一 个 解 & 的 充 要 
条 件 是 它 有 表达 式 8= Kxa， 此 处 , a€ .07 ,ata=|K(x, x)| 21, 

证 如 果 fE 如 (8),|f(x)|=1， 则 由 定理 (2.8)， 我 们 有 

1=|1(x)|=|(K:, РІК, хе ПЛ 
和 ПА gp > ИК l: x 另外 , 34 НАХ Ч f = К,а ву, 上面 等 号 成 
у, ХНае.я/, ata=ul, р>0 (由 于 ar 是 正定 的 所 以 上 是 
EH). МИ, НИ 为 形 如 g= К,а 的 这 些 函 数 8 所 解答 。 这 
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аға= ATI，|g(xz)|1= 1。 最 后 条 件 给 出 
1=|К(х, x)a|]=tr[(K(x, x)aa*K (x, x*))7] 


= JitrK(x， x) =? кс, х)|, 
2, и=[К(х, x)|, 
下 面 我 们 主要 应 用 Hilbert 模 于 函数 理论 ， 特 别 是 ， 用 它 来 
研究 引 = 0 ЮЖ. 
众所周知 ， 有 限 维 Clifford 代数 有 和 矩阵 表达 式 ， 而 且 AAE 
阵 表示 常常 是 有 利 的 ， 为 此 ， 令 Ar, AERA A 常数 项 的 
mx n 和 矩阵 。 另 外 ， 假 定 这 个 矩阵 满足 
Ai4i+A4i4i=0，i#ji，2<i，ij<n， 
А} = -1, 2<i<n, 
此 处 工 是 恒 等 矩 阵 。 我 们 考察 偏 微分 方程 
(2.12) e А t +A = 
ЖЕНЯ. хе Gu, ФСЕ", 此 处 @ 是 一 
个 区 域 ， 并 且 我 们 定义 
|x] = (i+... +23, 
Ж*ЕХИ+х, А, t e +х,А,„, 
#=х1-х,А, -...-х,А,. 
就 象 早先 我 们 看 到 的 ，(2.12) 的 C1((8)) 的 解 有 一 个 Cauchy 积分 
表达 式 ， 即 对 于 xE@， 有 


(2.13) Л) әј, 9-ю "әуре 0102406, 


此 处 是 在 GD 上 的 外 向 点 (outward-pointing) 单 位 法 向 向 量 并 且 
о, 是 R* 中 单位 球 的 表面 积 。 

照 解析 函数 的 样子 ， 我 们 能 够 利用 表达 式 (2.13〉 去 证 明 
(2.12) 解 的 一 致 极限 也 是 〈2.12) 的 一 个 解 。 
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HE, $ @CR" 是 一 个 固定 的 域 ， 并 且 令 =, E. mx m % 
数 矩 阵 代数 的 具有 单位 的 某 个 子 代 数 ， 使 得 .x 在 对偶 变换 下 
是 闭 的 。 我 们 定义 
<a, b>=trab*, а, b€.@,. 
通常 迹 (trace) 函数 是 正规 化 了 的 。 因 此 tr1=1。 我们 定义 
取 值 在 -x 中 的 内 积 为 


q, в = [ а, 
此 处 的 f, g 定义 于 @@ 中 并 取 值 于 A, 中 .现在 我 们 要 求 WO) 
是 (2.12) 的 C:(@)) 解 的 子 族 ， 取 值 在 ef, 中 ， 并 且 使 得 
Itd, Р =tr| ¿tax ео, 


容易 验证 ， 早 先 关 于 Hilbert 模 给 定 的 公理 (a) - Q) 关于 子 族 
Фе (@) 成 立 。 完 备 公理 (K) 需要 证 明 。 对 于 一 个 固定 xEG@， 我 
们 选取 B(x，p)CG) 为 具有 中 心 x 和 半径 p 的 球 。 对 曲面 B(x， 
p) 利 用 Cauchy 表示 (2.13) 有 


tw =ar | paap OOO- DIN), 


-xl 


利用 (2.11) MHEG, FT 


(=x) (y-x)* = |y- х = Ч, 
因此 ， 


f(x) | (у) о (у). 
19-х! ер 
这 导出 
199 = пра fody. 


我 们 记得 ,对 于 aE-er, 有 1lall gy = гаан)", [а] = tr(aas)2, 
lal<liall ge» 那么 利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 得 
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А Oged 


<nproz(| А -ez lll edy) 


<np-"or! (oap"/n) 3 ||fll,@, 
因此 ， 我 们 有 形 如 下 的 不 等 式 


(2.10) ПЕЛЕ ИЛ, 

ЮЖ Е, 是 从 x 到 (8) 的 距离 。 从 (2.12) 得 出 , Е P€ (QS) rh 1 
范 数 收敛 蕴含 着 在 人 @@ 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 ， 公 理 (K) 则 可 直接 得 
到 ， 最 后 ，(2.14) ASA 0 (GD) 有 一 个 再 生 核 ， 并 且 公理 (K) 
则 蕴含 着 它 有 一 个 正 交 表 示 (2.11). 


五 、Liouville’s 定理 

现在 我 们 证 明 Liouville's 定理 的 一 个 变形 。 为 此 引进 

定义 2.8 点 co 称 为 关于 f(x) 的 一 个 正则 点 ， 如 果 

D 存在 一 个 实数 e>0， 使 得 对 于 所 有 rE (0, е), f(x/r) 
关于 适当 选择 的 a，b，0<a<b<+ co， 在 开 域 B(0，b)\B(0， 
a) 中 是 正则 的 ， 

(2) limf (x/r) =f(co) 存 在 并 且 不 依赖 于 x。 


定理 2.16 如 果 f 在 R"U {coo} 中 左 正则 ， 那 么 f 是 一 个 党 
数 。 
证 取 x 为 R" 中 的 任意 固定 的 一 个 点 ， 并 且 选 取 e>0 充分 


小 , 使 得 А112, АЈА Cauchy 公式 ,对 于 xEB(0，1/7)， 
0<r<e， 有 


o= f 24019. 


On вә р" 
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因为 积分 值 不 依赖 于 r， 所 以 ， 和 如果 
imf an р" doft) 


mo 

存在 ， 则 它 等 于 f(z)。 为 证 明 这 个 极限 确实 存在 我 们 首先 引进 
超 球 面 坐标 

ë, = Tcos bicos 0,--- cos 0,_,, 

G, = tcos0,cos0,---sin 0,_,, 

ES = t cos 0,sin 0,, 

¿,= rsin@0,, 
ЮЖ 0<0,.<2л, НО, 1-1,5, n-2, Blik— 
个 积分 参 变量 5= 6'/r， 经 过 一 个 简单 的 计算 ， 有 

KOPEN _ t-ārdo __ =) 


On JÈ n 


(= (to - ња) 


WA limf (t/r) = foo) 存 在 ， 在 积分 号 下 取 极限 ， 可 得 


im-1 ИЕ о 
ima; $w Pad 01? 


= г Í. cosn-20,cos"-30,--.cos 0, _,d0, A = A d0,_ ) f(eo) 
= (оо), 
因为 f(x) 处 处 等 于 f(co)， 所 以 f(x) 是 常数 。 
$3 Ra 中 的 广义 正则 函数 
在 这 节 里 ， 我 们 通过 研究 关于 方程 
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G.D Jw- JL CAG) HAW (x) = F(x) 
A 


的 解 ， 考 察 正则 函数 的 一 般 化 问题 ， 此 处 ，CaA(x) 是 超 复 值 函 
Ж, ЖН, Ha 是 定义 如 下 的 一 个 变换 。 令 Hi(2<i<n) 是 一 个 
到 自身 的 线性 映射 ， 这 个 映射 使 ei 一 -ei, АЖ] ik e; М 
定 ， 则 我 们 定义 

Ha= Ha Hap A= {a l G), 
此 处 2 和 ci<…<cp<r。 此 外 ， 我 们 还 假定 CAG) ELO. 


通常 ， 当 УФС), ж 
fe[eaw+ $PC Haw $F]dx=0 


时 ， 我 们 称 w 是 (3.1) 的 弦 解 。 对 于 ww 和 uECIG@)， 由 Green 
定理 有 


fë (09) wdx + fo võwdx = [о 
由 此 
А (59) + 27 Санам) + ( ww- рж сани») ах 


= [eaov. 
符号 Re(o) 表 示 e, 〈 或 1) 的 系数 ， 则 我 们 从 Ha 的 定义 ， 有 


Re ("CAHaw)dx= Re (HavCa) wdx, 
于 是 
кеј 5[(9+ Уна (Coca) )w+ v5w- E CaHaw)]ax 


= Ref vaow. 


• 328 ° 


如 果 我 们 对 于 函数 引进 一 个 在 代数 .er。 中 取 值 的 内 积 为 
«9, в = еј Tedx 


[对 超人 复数 a= Уа ааг еа. REX a= 
Laaa, eap tea], WARST G.D КИЯ 
作 是 

(8.2) w+ J HAGUCA) = F. 


A 


此 外 ， 显 然 ， 当 且 仅 当 


(С + E Haca )w+ ФР ах = 0, УФЕ СЕ 


B, wE G.D 的 弱 解 。 
应 用 算 子 


=z 


Jof = 1. ое 225 


dG 


到 方程 G.D 的 左边 ， 再 构造 算 子 
Mw=w-yef CaHaw), 
f w=w (> A ~) 
如 果 在 @@ 的 外 部 ， 我 们 假定 C4= 0， 那 么 在 К" 中 我 们 可 以 研究 
那个 算 子 ， 下 面 我 们 用 J 来 简写 Joe。 利用 上 面 给 定 的 内 积 <，>> 
的 定义 ， 经 过 计算 可 知 算 子 M ИВАН 
M*v=v- > HH4(C4Jxu) 
A 
给 定 ， 此 处 
Paa. 6-2 
J*f= ар ЕЕ. 
而 对 于 激 分 方程 (3.1) ， 则 对 应 于 一 个 积分 方程 
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(3.3) Mw= И 
F,(x) = ЈЕ(х) + Hors jiz wO =JF(x) + ф(х). 


AIDE G.D ДУНАЯ Jy ENE 
M*v=v- DHa(Cal*v) = F,. 
A 

为 了 进一步 研究 这 些 算 子 方程 ， 我 们 需要 介绍 算 子 的 一 些 性 
质 。 

定理 3.1 如 果 FCR" 是 一 个 域 ， 并 且 vEECG)， 则 
JBvELi.(8), H. 

u=Ə9(Jet) (9). 


证 1009.62 — 99708, НИ xo, 表示 它 的 特征 函数 ， 
则 


Јо mi le 
= К. rl 


< Mn， ovf volat 


=М((и, @)|s, Olie 
利用 Fubini 定理 ， 有 


J. (J. хз, 
i 86 


= =L 
=S f, edx, 


O) dt 、 


因此 ,Jsv€ Li,.((9)。 
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为 完成 这 个 证 明 ， 我 们 利用 Cauchy-Pompieu 表示 式 有 
人 .scoveoax= 


=f, {- zf. ФЕ Zia веках 


=f, Doz т таро ja 


= [ (в (dt, 


其 中 GECO). AA 
Тот la la 


= f. lucx) í а ађах 


suppe |t- Х|"! 
<М(и, Ф) |0, $], 
所 以 ， 根 据 积 分 法 ， 上 面 的 变形 是 允许 的 。 
推论 3.1 令 GCR" 是 一 个 域 ，vELIGS)，wELieCS)， 
并 且 在 @) 中 满足 v= 5w〈 弱 ), 则 在 (3 中 
w= $+ Jou, 
这 里 少 是 左 正则 函数 。 
反之 ,如果 4 在 名 中 左 正则 且 vEL(G)， 则 4%+ye 在 
1306), ЗН. 
200+ Jeu) =v. 
证 如 果 vEL:(G), 则 由 上 面 的 定 理 , JevELi (O). M 
地 ， 从 上 面 的 定理 可 得 ， 对 于 wEILi。(G) 和 ~=5yw( 弱 ), 有 
5(w-yJsu) =0-0= 0, 
再 由 推论 2.1 91, у= – Jav 在 @ 中 左 正则 ， 
相反 的 结论 ， 直 接地 从 上 面 定 理 可 得 。 
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定义 3.1 对 于 每 个 x，t€R"，n 之 2 020, ЖХ 


Lipt AI kelt, v=o 
а БЕГИ 
Рь(х, #) = 
1, у= 0, 
81 3.1 对 于 非 零 的 t,xE Е", п>2, 020, # 
х t P, (x, t) 3 
| ЕР ее и к= tl, 


证 经 过 平方 和 展开 左边 的 项 ， 我 们 得 到 


z t |z|z]” — titl” 
Г а ТТ * 


因此 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 
(3.4) |а|] РР, (х, t)|x- t| 
则 我 们 将 完成 证 明 。 为 此 ， 我 们 注意 到 ， 如 果 t+ 或 x 是 零 ， 或 者 
如 果 寺 =|xlj， 则 这 个 结果 是 明显 的 。 因 之 , kt, хон 
咱 去 |x|， 则 上 式 等 价 于 
хе Рх – t>, 

或 者 

р(х} 120) lx iti Ср — tz — ХО Рах - tl? 
或 者 

«РИ tz- хр <Pš(|x— t|: (|| - |t])2), 
但 是 

0<lx- t|- (1х1 lt)? = 2|]x]|t]- tz- xt, 
因此 (3.4) 等 价 于 
lxJ lt] Р(х, t) = ||, 

于 是 可 得 我 们 的 结果 , 

引 理 3.2 (Hadamard) 设 CR" 是 一 个 有 界 域 ,n>>2, H 
令 a，B 满 足 0<a，B<n，a+B>n， 则 对 于 所 有 x1，x,€ R", 
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х,%х,, 有 
[е- жиз - уго м (а, Ву, еса, 


定理 3.2 设 @CR" 是 一 个 有 界 域 ，uELP(GS),n<p<co， 
W w= Jou Е B''a(R")rh ГВК") 是 R" 中 Hölder 连续 的 函数 
空间 ], 此 处 a= (p- m/p。 另 外 ， 由 此 可 得 
(D [w(x)|<M(n, р, (8) |0, Ols ХЕ В 
(2) 对 于 xi，xzER 有 
иу) — w(x,)|<M(n, р) [о lolx — х.е, 
证 设 p' 适 合 (1/p)+ (1/р') =1, MJ 


=|=1[_#-2 | [9214 
од |= J avena: «мо | 


ojt- x|" 


<Mín)lv, «(| 1- xerrar)? 
М n<p<co If, #1<p'<n/(n-1), Я 
n-1<(n-1)p' <n, ИН, ЖЕ x€ R", 有 
[| 16 -5ar<Mo, р’, ©), 
这 就 证 明了 (1)。 
为 了 证 明 (2)， 我 们 首先 注意 到 


Ро номоо |, s A СОТА 


再 利用 引 理 3.2 有 


|w(x;) - w(x,)| < 


<M0(n) >` |ə(t)|dt 


Е) т ғ 
у п-1 

а: |е реа МР 
<М(п) хех, |0, Sh |. EA i х, [4 rat} Я 


+538, 


xT 1<k<n-1, # 0<kq<kn/(n+ 1) <п flkq+ (n— К)д= пр 
>n， 于 是 由 引 理 3.2 可 知 ， 


folt- xilt- хата «мкр A 


将 此 式 代入 上 式 ， 即 可 得 (2)。 

从 后 面 将 要 证 明 的 正则 性 定理 明显 可 见 ， 算 子 Je 即 便 在 
ZL:(G)) 上 是 紧 的 ， 也 不 会 正好 在 ZG)，n<p<co 上 是 紧 的 。 
因此 ， 我 们 能 够 应 用 紧 算 子 的 Fredholm 定理 断 定 齐 次 方程 Mw 
=0 和 Ms*w=0 至 多 有 有 限 多 个 线性 无 关 解 。 如 果 {Ws Wy} 
是 M 的 零 空 间 的 基底 ， 并 且 {v1,…，vw 人 是 М" 的 零 空 间 的 基 
底 ， 则 借助 于 Fredholm 的 二 择 一 定理 ， 有 N= N'。 另 外 ， 如 果 
基底 函数 是 关于 <，> 的 正 交 化 的 基底 ， 即 

«м, м) = 0ш, Vj) = ӧ,;» 
那么 ，(3,3) 可 解 的 充 要 条 件 是 
(Fo v) = 0(k=1, +, №, 
HE (3.3) НЯ НАЈ EN 
(F, мку = 0, (К=1, =, N) 
按照 通常 的 做 法 ， 我 们 去 构造 新 的 积分 方程 


N 
M,w= Mw+ У (и, wik = 了 Pi。 
kel 


表 对 vi 取 数 量 积 ， 可 得 
N 
«и, Мум) = (и, Mw) + Lw, м) о, bk) 
ke1 


= (w, wi) = (0, Е), 
因 之 ， 由 此 可 得 齐 次 方程 Mw = 0 的 解 是 唯一 的 ， 因 为 在 这 个 情 
况 下 ， 对 于 每 个 解 w， 有 

<w, Wi) = (uk, 0> = 0。 
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从 Fredholm 理论 可 知 ， 存 在 一 个 予 解 核 T4(x，t) 使 得 每 当 有 一 
个 正则 函数 中 ( 即 5D = 0), PECO) ПС! (05) 8 F, 0) = 0, 
(k=1, +, №, F,=JF+@%, ВАД G.D 的 解 能 够 表示 
成 


N 
w(x) = К(Е,) + Уй, 
кед 


REDO = В.) + У |, Габх, t)HAF,(t)dt, 
А 


此 处 di 全 部 都 是 实 常数 。 

在 Fredbolm 理论 中 ， 予 解 核 通常 满足 一 个 积分 方程 。 在 此 
我 们 有 
Е, = Mi(RF,)= RF, + f pG *) 22CAGOHA(RF) (E) dE 


N 
+ Уо, Fua) 
k=1 
=R + | r.o, Hp)dt 
B 
+Í. K(é, x) УСА НАРКЕ)4Е 
A 


+ Í. KE x) у AGLA| Dfa ICA DHsP,(Dat ав 
A 


N 


+ Уо, Буух), 
ket 


交换 求 和 的 次 序 并 且 利用 记号 
ААВ = (А\В) U (B\A) = (AUB)\(ANB), 
在 重新 命名 求 和 下 标 之 后 ， 我 们 得 到 
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| Грох, t)+ КО, x)Ca(t)+ 
х, 


+ | (ZEE Са вна DT (8, 0) ав ьр даг 
А 


N 
(3.5) + Y ue Fux) = 0. 


k=1 


由 于 Fi(t) 是 任意 的 ，9$ 同 样 是 任意 的 ,所 以 我 们 研究 形 如 ept) 
的 F(t)， 这 里 是 一 个 实 值 函 数 。 因 为 我 们 的 方程 是 线性 的 ， 
所 以 将 会 看 出 ， 我 们 这 样 做 并 不 失去 一 般 性 ， 那 个 内 积 的 项 则 能 
够 展开 成 


(on Роб) = Веј, WG еф) аста) = 


=Í. Re (UCENE) v(x) b(t) dt, 


将 上 式 代入 〈3.5)， 并 且 考虑 到 $(t) 的 任意 性 ， 就 能 得 出 Ф) 
的 系数 必须 恒 为 零 的 结论 ， 即 
[гк очка, =) сы) + |, К, Сл на в 
B A 


N 
XTA, ра |Нье. + YIRe(#o (tD) (2) = 0, 
K=1 
上 面 的 方程 组 看 作 关 于 方 括 号 项 的 代数 方程 组 是 可 解 的 ， 即 


Pa DEKA) + УЗ КС, Са ана агас, ав 
А 


N 
(3.6) = -2-" v(x)Ha( v(t)). 
kej 


M, ЯНИЕ 
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N 
M i*tu= M*u+ > CV, ом 
k= 


N 
svt узнал. Ко, оова) + Dv, now ` 
А Е кт 


同上 ， 还 可 以 得 到 关于 M,” 的 予 解 式 R* 的 表示 式 ， 即 
В* Ех) = Е,(х) + y| naraq, x)HAF,(t)dt, 
A 
恒等式 Mi*(R*，F:) = F:， 则 导致 以 下 展开 式 


0= Efe HaTalt, Х)НьЕ, (1) 4 


+ u [S+ | „Кох ВРК dE] 
А 
2> насх |, K, Ë) 


x Ef Haat, ВНЕ, (1414 | 
А 


N 
+ DCF,, wawki). 
kei 


并 且 ， 同 上 法 我 们 能 够 交换 和 数 的 次 序 ， 同 时 解 关于 方 括号 的 项 


Halat, + Ho (CoC) ROD) + Z | Ha (Сло КО) 
A 


N 
xHs Га в(#, Е) ЧЕ = = 2" У w(x)Ha w(t) 


或 者 
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ГЫ; 9+ G KG D + L | „Нау КОВ) 
A 


N 
x Гав, Е) dE = – 2" Нв(\ук(х)) wk(t) 
k= 


它 和 


rs, + К, Обь + [| Гав Ha (KG, DC (Ms 
A 


N 
= – 27") кх) Нв (Wx(t)) 
кл 


是 相同 的 
依据 Vekua 型 核 ， 还 可 以 得 到 关于 微分 方程 (3.1) 的 类 
СС) 的 解 的 一 个 一 般 的 Cauchy RRR 


N 
W(x) = у: але, t)HA(doiw(t)) + У dwr (x), 
А К 
ЖА ак= (w, мк). —№ Cauchy (Уекиа W) 核定 义 为 
K(t, o + [ re, ЭКС, 815, A= 5, 
QA(x, t) -| 
в ГАО S)HAK(t, В), А+ 0, 


为 了 得 到 关于 核 94 的 积分 方程 , 我们 以 HKE, t)R (3.6) 
的 右边 ， 并 且 关于 参数 上 积分 ， 得 到 


Í. Ta (x, t)HsK (Б, Dat+ | Ka, x)Ces(t)HeK(S，t)dt 
+ Ут Ке» oca mj Haaa, DHsK@, Ddtdn 
A 
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N 
= 27| оконное, Ddt, 
Rn k=l 


用 C 代替 下 标 AAB， 并 且 关 于 C 求 和 ， 我 们 能 够 用 
fon Гв(х, DHsK (@, да+ [ Ka, x)Catt) [HsK @, Ddt 


+ неги, тнк, Man]at+ = [кеъ Се fr, 


x HcHa c(n, t)HcHəp,cK(8&, t)dtdn 
N PE 
= 2" | OHC К, 00а. 


К 


来 代替 这 个 积分 。 再 使 用 符合 
B= @, 


1, 
РКВ в. B= @, 
可 以 得 到 关于 核 Q4 的 积分 方程 


Qa(x,t) -8(B)K(t x) + уке, х)Са()НАОА (8, 046 
А 


A N 
GD = 2" код насока, Das, 


К-1 
按照 类 似 的 方法 ， 我 们 能 以 HsK (n，t)》 乘 其 右边 并 且 对 于 上 积 
分 得 到 另外 一 个 关于 0 的 积分 方程 


Qs(x,t) -ò(B)K (t,x) + > (6 94 (х, т) НАСдзв (m) НвК (t, n) dn 
А 


N 
=-2" 2 mof Ha( WE KGt, ndn. 


K=1 
从 上 面 的 Hadamard 估 值 和 (3.7) 可 得 知 ， 对 于 (x, 0) 
+ 339 。 


Ехо 
C 
|Qa(x, t) -8(B)K(t, x) трат 


АМАЙ, ЖАБ а= (п/р) - 1. 

为 了 证 明 广义 Cauchy 核 有 适当 的 剩余 (residue), 我 们 利 
用 Green 定理 于 域 ,= Ot: |t — x|<ë), 设 v= - Нв0в(х, 
D HE w 为 微分 方程 的 一 个 连续 解 ， 即 


f; H0, Ddow = 
= | «ньо, DDwOdt+ | носазо, ода 


= -J ista G, DD HA Ca об» 
А 


N 
2" унь) wr wat 
Ki ®© 
+, набав, D УСА Hw at 
vs À 


的 一 个 连续 解 。 应 用 Ha 于 这 个 方程 ， 并 B # B k kin, @ H 
-E E |, алб, DH4Cas (tD Hyw(Ddt 
А B е 


+E Ef, Os, Оньсон внат 


A B 
N — 
- 2" У к У mf We w(t) dt 
Ki B ee 
= | Qa(x, t)Hs(dow(t)). 
B е. 
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通过 在 第 二 个 积分 中 以 4AB = C 代替 并 且 在 C 上 代替 求 和 ， 我 
们 注意 到 这 取消 了 第 一 个 积分 再 利用 恒等式 . 最 后 ， 简 化 我 们 的 
方程 成 为 形式 


N 
L коде кума | У Qalx, t)Ha(do:w(t)) 
К e æ 3 


=0. 
Әв(х, 0) 的 局 部 性 态 导出 表示 式 


N 
w(x) = =Í, Dae, D Ha dO) + JI We, днк. 
=! 


ЯГ, РУГЕ ОЗЕН НОЕ, НЯ HE (3.7) 
去 构造 广义 Cauchy 核 是 十 分 困难 的 。 为 了 分 解 这 个 组 ， 我 们 以 
ЛЖ ep ЖЛ, ХИ Hs 作用 乘积 ， 并 且 关 于 B 求 和 。 在 做 
了 某 些 处 理 以 后 ， 便 得 到 关于 单个 未 知 量 
Wp(Xx，t) = 2lAHA(epQA(x, t)) 的 积分 方程 ， 即 


Wolx, t) -epK(t, x)+ Zj НЕСфобх, MCK, рат 
Е 


N 
=- У) Re(epwe(0) | мкб) К (t, ndn. 
Ке s 


为 了 证 明 关 于 解 G.D 的 某 些 正则 性 定理 ， 首先 我 们 建立 
对 应 于 奇异 积分 的 某 些 结果 ， 为 此 我 们 给 出 ; 
定义 3.2 假定 A, 是 R" 中 的 单位 球面 ， 并 且 
w® (x) = |x|-*w(1/x), x€ Ан. 
如 果 №, lw 12(4,), Ш w€ L (R), Д.р, = |w, 
А+ |w, Дир 来 定义 这 个 空间 中 元 素 的 范 数 。 
定理 3.5 Я Е", п<р<оо, == 
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Janu € BY”o(R")， 此 处 a=(p-n)/p， 并 且 w 满 足 
(1) [w(x)|<M(n, p)lvlp,ns 
(2) w(x) -— w(x,)]|<M(n, p)|u|>,|xi х] 
(3) 对 于 任意 的 o>1， 存 在 一 个 常数 
M(n，p，a)， 使 得 对 于 |x|>a, ж 
[lwo |< МО, р, а) оь. |х| 0р 


(4) о= 9w( 弱 ) ЕЕ"). 


证 我 们 记 
у(х) = 54 Теа 
Е: 1/02 
arla = ЧАТЫ 


= @ (x) + @ (x), 
由 定理 〈3.2)， 有 
1@(х) |<М(п, plv, 4,15. 
对 于 ox), TA 


Іесоі<мо Tr adt 


Моп) |0, AlE, 
此 处 


一 (一 1)》 pdt, 


1(x) = f, а |1 - 


以 下 分 两 种 情形 讨论 ICx)， 
(a) 当 |x|Z1/2 i, RIA 


I(x) <e» f Jel- | ta 1 | a-»rdt, 
n 


Я Н п<р<оо, 1<p'<n/G@m-1), T (n-1)p <h, 
p'+ (n~1)p'=np’>n， 所 以 能 够 应 用 引 理 (3,2) 得 到 
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np/-p/On-t) 


T(x)<|x| M (p, n) j4 


=M(p, п) |х|" = МО M”. 
(b) 当 |x|<1/2 BF, ях и, <, 
所 以 


l1- Р-р 12. 
因此 
1(x) = Í. ери [ио Раг «аен ТЕ" 
= М(п, р. 
这 就 证 明了 0). 
对 于 〈2)， 从 定理 (3.2) 有 


16 (x) - @(х,) |<М(п, рю, Арх, ~ xls. 
又 利用 定理 (3.2, # 
(3.8) 


n=l 
|Q@%) - Hd | EM о, д, -xl х, ЮР, 
Ы K- 
此 处 
Ixi, x;, vf, l1- txr- tx -Ord 


(a) Зп (х1, 1151/2, 11 1221/2, |1- tx:|>1/2, 
Hj, 1(х) 207.2" 0РМ(н) = M(n, р). 


(b) 如 果 |х, |221/2, |x,|<1/2, WI 
к 
IG, х,, очен | 去 | r dt 


<М(п, р) |х|", 
Ж kp'< (п - 1)p'<n, 
现在 
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Gp” (т) <e (a 


т (2), 


ixl 
并 且 


х 1-а 
х,| 71 = x 22-1 
| + 1 x, 


[у 1471242154] — х, |, 


因此 f 
I(x,, x,, Ю<М(п, p)|x, -xP 
(e) 当 |w,|<1/2, |x,|>1/2 时 ， 我 们 仿照 O) 中 那样 去 证 
H. 
(9) 当 |x,|, [x1 >1/2 时 ， 则 有 


16%, xo К) |ә 78Р |Р 


| -kp 
ke 
ån x 


kp'<(n-1)p'<n, 

(п- К)р/<(п-1)р'<п, 

Кр’ + (п – к)р' = np'>n, 
和 引 理 (3.2) 有 


10ка, хь k)<2"2M(n, | 区- 二 


-"-Юр/ 
‚-1| dt 
x 


的 


= 2"P”M(n, p) peep” "а sia 
х.х 


А РА = х,аро 
et pn |р, x; [ear 
现在 回 到 (3.8) 式 ， 我 们 有 
(a) 对 于 al, 111/2, |x.-x,|<1, 因此 有 xi 一 x,| 
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«|х х, |е, 
(6-4) 在 所 有 这 些 情况 下 ， 我 们 有 
|х, — Xal IG, x, k))UP<M(n, рук x,||x, [ТОР |! 
=M(n, р)|х,- ха". 
因此 (2) 得 以 证 明 
对 于 〈3)， 我 们 注意 到 ， 对 于 jx|>1，|t| 和 1， 有 
вх - |xll>11- Ixil, 


所 以 
lowu) S, lut) ldt 


<M(n)|v, hulp rr: 


对 于 wa，8> 0，8- ac<0， 函 数 B/(s- 1" 关于 s>1 是 下 降 的 ， 
因此 对 于 |x| 之 a 有 

[|912 - 6р) 二 QID 一 (1P) 

dx- D (а- 1" 


于 是 
aD- mp 


ери) - тв 
lv 1SM lv, А p= 11", ， 


即 
1@(х) |<М(п, р) |0, А," 
Я» п/(п- 1) <р, # p' - n< (п/р) - (п- 1), 所 以 
lw (х)|<М(т, р) |0, А, |х|", 

这 就 证 明了 〈3)。 为 了 证 明 〈4， 我 们 如 同 在 定理 63.1) 中 那 
样 进行 即 可 。 

由 以 上 定理 和 推论 (3.1) # 

推论 3.2 m R w€ Lic (R), u€ LP"(R"), n<p<co, 并 
且 在 R" 中 v=5w( 弱 ), 则 w-Jv 在 R" 中 是 左 正则 的 。 
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定理 3.4 如 果 uELP"(B) 1<р<п, MAZ 
w=Jev€ L'(@), 此 处 是 R* 中 的 一 个 有 界 域 , ?是 满足 
1<г<пр/(п-р) 的 任意 数 。 此 外 ， 以 下 不 等 式 
7%, Ol <M, (910, lp 
和 
(Í. |w(x + Ax) — w(x) ах) <mo, n) lv, @ləl|Ax|"e" 


也 成 立 ， 此 处 


=n pb К=1, п. 
证 НАВЕ р<г<пр/(п-р). WRR asa, ДЖ 
у= Е т [= peoa | 


<H, luct) [Рие ye х|" ‘а/м | vt) [рали 
lt = x|want-uoat), 
1 
Ж Жа=р/Ф-1), а= 1/ - а/р + (7 )>0, 那 时 


-2am nemoc Ryt 14t) 
2 r p 


= -п+1, 
MEER O/D + (r р) /pr+ (1/9) =1 TA, 我们 可 以 应 
用 Hilder 不 等 式 得 出 


< (|, lutt) [Рё [ао 24е у’ 
(| һора) 797 
> 
uq 
= n(aQq/2)-1 
x(|。 |t- x| at) A 
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W М(п, qa, e- = (Í. ха -1dt )， 有 
j. Wəav|'dx< ме, aa, ФУ, Bl? 


xÍ ооа |t — x|*terz2-_1dx 
° ә 


аа, "Mn, да, Olf, © 


由 此 我 们 的 第 一 个 不 等 式 得 证 。 显 然 ， 我 们 现在 能 够 取消 限制 
р>г. 
借助 于 以 下 估计 


(x+ Ах) t-z Je: 


t 
оао -weol< |, wo pee. T xF 


= lvi 
<моа [|, вм ] 


ех Арх 


我 们 着 手 去 证 明 第 二 个 不 等 式 。 在 上 面 括号 中 的 那个 积分 的 估 值 
分 别 地 利用 类 似 于 证 明 第 一 部 分 时 的 办 法 ， 即 


j. Мосе Axl-tt |84 


<| осв) рх Ах| + аи |+ хо ая /32-177) 
° 
x Е) [РР |+ -х- Ax|(c+D(ek2-19) lt 22 х0 6н -а2-09 6 


<(| 10? = х-Ах| («+0 (CC/2as-D|t = х0 anzar- 
° 


ar) "x (|。 ња) 


х (| |t- x- Дх| *DCG/)ek-D |t — хер CG/Deas-k-Ddt y" 
ə 
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<, (50Р Ах | 22431; 9920000 
, 

Ч к ur 
х (| че окне ди Denver ) А 
再 利用 Minkowski 不 等 式 ， 有 


(j. |w(x+ Ах) ~ w(x)|'dx M 


«о, NAx| -HD+ mdr 
s10, Р 
nol e 
x M(n) (| соаг] |t = х Ах| +10 UTD ak- 
ka ° ° 


X |t 0 ап-ару ) Я 


<М(п) |, ($7 Ах|"КиР-а/Р + 

= М(п) |v, Ах", 
而 这 里 利用 了 Hadamard 引 理 去 估计 弱 奇 异 积分 的 值 。 定 理 3.4 
证 毕 。 

”现在 ， 我 们 容易 说 明 ， 关 于 微分 方程 5w = 已 4C4H4w+ 下 解 
的 正则 性 定理 , 假定 C4ELP(G),FELI?(S)，p>n+1l。 如 果 我 
们 在 LCS) 中 去 寻找 解 ,此 处 (1/p+ 1/9) = 1, ВА 9w € LO). 
同时 ， 从 上 述 定理 可 得 ， 对 于 1<r<n, 以 1<r<nr/(n-7)， 
а= (1/r)- (п-р)/пр, # w€ L', 另外 ， 由 定理 3.3 可 知 
JsFEC"%(G)，c= (p-m)/p。 因 为 中 是 调和 的 ， 即 500= 
Ф = 0， 所 以 @ECc=(G@)， 并 且 


w- (у; CaHaw)= JeF+ ФЕС (©) 
А 
或 者 
-pw=JoF+ 中 =hEB"(G))。 
在 这 个 方程 中 ， 形 式 地 全 代 后 得 到 如 下 组 
.348 。 


w= ртр реу ph+ o + ph + h, 
可 以 证 明 


РЕК, OE9, r,=K(1/p- 7 + 8) + И, 


此 处 ，0<8< (1/n) - (1/p)。 因 此 ， 存 在 m 使 得 


Е. 121 
зн А)» 


因此 УАСАНАР"'мЕ LO), ИДЕТ = prm' /(р+ тт) >п, АЈ) 
用 定理 3.4， 可 知 w€ C%e(@), 
大 家 知道 研究 积分 方程 

м Je(22CAHAw) = JoF + @( € C'a((@)) 

解 的 唯一 性 ， 可 以 引出 齐 次 方程 
w-Jo(2CaHaw) = 0 

是 否 仅 仅 有 平凡 解 的 问题 。 可 以 证 明 ， 如 果 人 @ 是 充分 小 的 ， 则 存 
在 唯一 的 平凡 解 。 特 别 是 ， 如 果 Ca€ L?(())， 并 且 


di n-ne nn-(n-1)g 1 
я ПУЛЬ 


这 里 p>n，(1/p)+ (1/9) = 1， 那 么 上 述 结 论 是 真实 的 。 
还 可 以 证 明 一 个 整体 的 结果 ， 即 对 于 Ө = К", WR RNR 
RER 中 ， 系 数 C4 充分 小 ， 那 么 上 述 结论 也 是 真实 的 。 
再 者 ， 借 助 于 关于 单位 球面 的 反射 能 够 变换 沿 着 单位 球 外 面 
的 Le- 积分 为 沿 着 单位 球 的 加 权 的 积分 ， 即 


j. > сора |, < T Ки: 


И 


又 回忆 空间 LPR 的 定义 ， 这 就 可 以 得 到 恒等式 
L?(R") = L” "Р ( В") 
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的 证 明 。 另 外 ， 从 不 等 式 


[We К в) >| eh gd 的 т) 
>|) |е 


我 们 能 够 断定 对 于 和 (2n/p) 入 v， 以 下 的 包含 关系 成 立 ， 
L?’*(R") Ə LP (R") = "МР ( R") > (В), 
定理 3.5 Ш AG) СІРЕ"), (p>n) MJ Pf = КАР 在 
19°( В") 中 ， 对 于 q>pn/(p-n) 是 紧 的 ， 另 外 ，Pf EC*(R")， 
此 处 


о<а-1- (+) <", 


并 且 

ИРЛ|С“<М(р, а) [А] Л, 
再 有 ， 如 果 取 8=n(1- (1/р) - (1/q))+1， 那 么 当 |x|—co В, 
估 值 

КРЛ (х) |< Мор, Ав Лох 8 
成 立 。 
证 如 果 1/r= (1/q+1/p)<1/n， 则 r>n， 并 且 关 于 单位 

ЖА, Holder Кеа АН 

lAf, Al,<|A, АБУ, Al, 
和 


ара |А (та) al, 


sea), a |, 
联合 以 上 这 些 不 等 式 ， 我 们 得 到 
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ДАЛА, АБУ, А+ 14.，4plj，4l。 
< А, АЫЛа»ь + |A,, АЛ 
<SJAlp»l flgo. 
B Ж, ПАЛ ]lAlnlfloo È #£ AA PIECR), 0<а<1- 
n(1/p) + (1/9). 
定理 (3.3) ЖАЙ 
ІР |се<Мр, a) [АЛ 
并 且 对 于 任意 的 > 0 存在 一 个 常数 МО, а, а), EA 
КРЛ Сх) |<Мо, а, аА „о7о, 
定理 3.6 假设 Ca(x) EL?'"(R")，p>n， 则 算 子 


Pf=J( 5 C.H 

r= (У сани!) 

在 空间 ССК") 中 是 紧 的 ， 并 且 它 映射 这 个 空间 到 Ce(R") rh, 
a= (р-п)/п. 59, RIE 


IPylle<<M(p)| 开 Са | «НИ, 


此 处 ПЛ = "РОО. BH, 3 l> 时 , 估 值 


іРЛмо | Уса | „лао 
成 立 。 

证 我 们 注意 到 对 于 EC(R")， 有 ICA ELR), p>n, 
并 且 САЛСА ПУ. BSN, АЖ (3.3) 的 结论 
《1)、(2) 可 得 上 面 的 两 个 估 值 。 

FLLS) 是 空间 LP(G) MLO), p>n, 1<p'<n 
BX. LLO) 变 成 以 

П, Oll» =If, ФБ, Sl 

为 范 数 的 Banach 空间 。 

定理 35.7 令 1ELPLP(@)，p>mm 1<p'<n, 则 函数 u= J 
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满足 

(3.9) lu(x)|< Mp, РЭП, Ollo, x€ R", 

并 且 

(3.10) lu(x) -u(x,)|<M(p, РОШ, (11,51 — xz?。 
证 从 定理 (3.2) 的 不 等 式 (2) 可 得 不 等 式 (3.10)， 因 

为 〈2) 的 常数 M(n，p) 不 依赖 于 域 B)。 然 而 ， 我 们 注 意 到 ， 

FER (1) 的 MG, р, ©) 依赖 于 @)。 因 此 为 建立 (3.9)， 我 

们 借助 于 在 RO 中 f=0 的 假设 ， 并 且 分 解 Jj 为 


аро) = = L Try: 
__-1 i _ 1 і. 
re a gpie ot f, š, Tr t+ x) dt, 
从 Holder 不 等 式 可 得 
lp ool < 1. а ра)" оа у“ 
On 1 <! tiei 


+ ([.,. Karora) (f, Irea)" 
«Аттас асту) Mb 


On 1/4 
taen) lfl» |<мо, РП, | 
这 里 ， 


19 
Мор, р) = АС DAI 
On 1/9, 

ара ] 
从 以 上 我 们 还 可 以 建立 积分 方程 〈3.3) 的 解 的 唯一 性 。 
定理 3.8 FRACA) СІРІ К"), #НЖАЖӘ 
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1/9 ar 


(re) 
1-(q- (8-1) (п- а -1)-1. 


On 
(3.11) < Tea 
M w=J(2JACAHAw) ECR 中 的 唯一 解 是 平凡 解 。 

证 = РИСК") >С, # ПИЛ lfl; 
ЖБ Пер, 表示 在 对 偶 空间 L?L?'(R") 中 的 范 数 . 又 从 
w=J(2CaHaw) 可 得 估 值 

м I ПУ САНА рр М(р, p) ||“ рьрь, 
RER М(р, p')H (3.9) 给 出 。 对 上 式 左边 取 上 确 界 范 数 可 得 
П», М, р’) ПСА» 

由 此 可 知 ， 如 果 (3.11) 成 立 ， 则 ||wll.= 0. 
利用 定理 (3.6) 我 们 可 以 类 似 地 证 明 以 下 的 结果 ， 
定理 3.9 假设 系数 Ca(x) ELR) 满足 不 等 式 
ИУСа||<М(р)-*, 
此 处 M(p) 是 定理 (3.3) 中 不 等 式 (1) 的 常数 ， 则 
м= (САНА) 在 空间 C(R") 中 仅 有 平凡 解 。 

在 定理 (3.8) 或 定理 (3.9) 的 情况 下 ， 积 分 方程 (3.3) 

解 的 表示 式 化 为 


w(x) = КОР) = F(x) + У [га DHAF,(t) dt, 
А А s 


并 且 微分 方程 (3.1) 的 解 的 Cauchy 积分 表示 式 变 成 
(x) = „вх, t)Hs(do;w(t)). 
w(x F fost, B(do,w(t)) 
此 时 算 子 M 和 M* 的 零 空间 是 空 的 ， 所 以 N= N = 0。 并 且 所 有 


包含 基底 (wi, ws) 和 (6, os) 的 表示 式 从 以 上 得 到 的 各 
种 表示 式 中 消失 ， 
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$4 Overdetermined 椭 图 组 


以 下 我 们 研究 超 定 (Overdetermined) 一 阶 椭圆 组 ， 前 一 节 
的 广义 正则 函数 作为 一 个 子 情况 ， 包 含 在 其 中 。 为 了 书写 方便 ， 
我 们 采用 和 矩 阵 的 记号 。 

令 x= (xp e, XV E RE, u= (uts, Up) ER" 
或 者 C"， 并 且 研 究 一 阶 组 
G.D x: р) RE = Ка, и), 
这 里 Pi(i= 1,…，k) R: mx n ЖЕ, m>n, тет ЩЖ, 
可 以 证 明 存 在 К 的 一 个 最 大 值 ， 关 于 它 这 个 组 能 够 是 ВИ, 
为 了 完成 这 个 简化 ， 我 们 寻找 mx mm EB Ri(i = 1,…，k)， 使 得 
(4.2) ВР, + RiPi= 20i;1,, 
ЖАТ, 是 单位 nxn 矩阵。 当 m=n 时 ， 能 够 利用 一 个 Clifford 
代数 公式 。 

定义 4.1 如 果 对 于 全 部 &= (o, ED СЕО}, EBE 


Р(х, £) - (EP) 
-1 


有 秩 8， 则 称 超 定 组 〈4.1) 在 点 x 是 椭圆 的 。 
ЖЕ (4.2) BARERA., EXE, UER 并 且 按 
下 标 求 和 ， 可 得 


(Eer )(ав) = Een. 


CHEP, 2) ЛЕМ, MMEA п, 
定义 4.2 组 (4.1) 叫做 非 退 化 的 #n 3 mx kna Ë: 
• 354 • 


P= (P,,…，Pi) 的 秩 是 m<nk。 另 外 ， 这 个 组 叫 高 超 定 的 ， 如 果 
m>-Ln(k+ 1). 


通过 引进 矩阵 R 和 T。 例如， 取 R= (R, В), 


P. P, :*P0 00 …0…0 00 

0 P, ‘0 P, P,PiO0 ‘0 0 
T= P…00P…IPPp…Pp ii | 

` ОР, + 0 = 

i a НЕН % 3 wo Рк Ре 

0 . P, 0 . P, 0 . P... 0 Pr-i Px 
那么 条 件 (4.2) 可 以 写 为 
(4.3) RT=1, 


ЖЕ JE n ка) 列 的 矩阵 ， 且 
T= [Orn Окт Окт" "Ок, 

其 中 Ona 表示 p tl q ЕЕ. BA, THA mk 行 二 nk(k+ 1) 
я. 

定理 4.1 假定 组 (4.1) 是 高 超 定 的 ，r= Таке), M 
如 果 有 一 个 左 逆 UU 满足 

UT= L, 

那么 关于 RR 组 (4.3) 是 可 解 的 。 实 际 上 ，R= IU， 并 且 组 (4.1) 
жне. 

如 果 组 (4.1) 有 nk 个 等 式 ， 则 它 总 可 以 简化 为 《4.2)，、 如 
果 假定 每 一 项 (9u:/3x;) 为 未 知 的 ， 那 么 ， 从 非 退 化 条 件 可 以 
得 到 这 些 项 总 是 可 解 的 。 

定理 4.2 

(D 如 果 在 组 (4.1) 中 的 矩阵 P, 有 最 大 秩 ， 那 么 它 能 够 假 
定 为 如 下 的 形式 
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r) 


(2) 如 果 存 在 矩阵 Ri(i= 1,…,K) 满足 (4.2), 那 么 它们 能 
够 假定 为 这 样 的 形式 
R= Lln, Onxs], Ri=[- Ai, bi](i= 2，…9K)y 
其 中 矩阵 bi(i= 2,…,k) 是 组 š 
biaj+ Буа; = 20i;1,+ A A;+ AAi, 
i, J=2, 3, k 的 解 , 此 处 Ai、ai 和 zi 分别 是 zx n, (т-п) хп 
Жих (т-п) ЖЕ. 

这 个 定理 的 证 明 略 有 技巧 但 并 不 困难 ， 我 们 这 里 省 略 它 。 让 
我 们 回 到 组 (4.1)， 对 于 m=n 的 特殊 情况 ,组 (4.1) 不 再 是 
超 定 的 ， 因 此 在 上 式 中 的 矩阵 a, 和 bi 不 出 现 ， 并 且 上 zx 变 为 下 
式 

А, А;+ AjAi= 20i1(i, j=2,.", k), 
ERNEUT, ER {A1= 1,，4,,…，A#} 组 成 了 关于 Clifford 
代数 的 一 个 基底 .这 个 代数 与 平方 形式 - (x+ …x:) 有 关 。 

定理 4.35 假设 WEC'(0) 是 


k 
(AA  L[u])= yp -= TG, u), x€ ac R, 
1-1 š 


的 一 个 解 ， 这 里 |f(x, u)|<Miul, ВФЕ Pi 满足 关系 
(4.5) EPP; + FPP, = 20:31, 
这 里 1* 表示 Pi ИМИ. WREN 的 某 个 开 子 集 上 ， 
w= 0， 则 在 整个 Q 中 ，u= 0。 

这 个 结论 是 在 一 系列 的 引 理 和 定理 的 基础 上 建立 的 。 为 此 ， 
我 们 列举 如 下 ， 

引 理 4.1 设 域 OC R* 有 界 并 且 有 一 个 C: 边界 ， 令 M 是 一 
“пхп RACO) # (entries) 的 斜 一 Hermitian 矩阵 。 如 


• 356 • 


жо, D>C 在 C(5) niC!(9) 中 具有 在 9 中 的 有 界 的 一 阶 导数 ， 
并 且 在 0 上 u= 0， 则 


кеј 04. Мох 
Q 
(4.6) = (Моа ve Mewes) dx, 


G, j=1, 2,.", k). 
证 ”可 以 利用 分 部 积分 法 证 之 。 这 里 从 略 。 
定理 4.4 假定 2 如 同 引 理 4.1 中 所 设 ， 另 外 再 设 ， 对 于 所 
有 x= (xm…，xhE5，xis0, 假 定 wkEC()nCc:(9) 在 0 中 具 
有 有 界 一 阶 导数 。 如 果 在 @ 中 ，u = 0， 并 且 假 定 工 有 如 在 定理 
(4.7) 中 所 设 的 系数 Pi， 则 下 式 成 立 


(4.7) ef, oax<| хуторах, 


此 处 8 是 一 个 非 负 整数 。 
证 若 置 =xfvu， 则 有 
k 
Lu= x9) ,Pvxe + Bx8"1P u 
isi 
和 


Е 2 
fa |Lu|?dx = f [Pies + Bx; P v+ УР | dx 
i=2 


>2Re| ро, «(вхо + pss )ex. 
AUD 式 可 知 ， 右 边 第 一 个 积分 依据 分 部 积分 法 能 变 成 
2BRe| (атро, «Рода = B| xslulax。 
再 由 于 M = Pi*pi 是 斜 一 Hermitian 型 矩阵， 并 且 由 (4.6) 可 
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知 ， 余 下 的 积分 等 于 零 。 
上 面倒 述 的 一 系列 结果 的 上 县 的 在 于 得 出 以 下 定理 。 
定理 4.5 假定 域 QCR* 有 一 个 光滑 边界 且 令 x 是 一 个 边 
界 点 ， 它 具有 这 样 的 性 质 ， 存 在 一 个 仅 在 x* 处 与 8 相交 的 闭 
ER. 如 果 uEC(B) 几 C1(0)， 具 有 有 界 一 阶 导 数 ， 且 适合 条 件 
(4.4), (4.5); 同时 对 于 中 心 在 x* 的 某 球 B, 在 QnB 上， 
w= 0。 则 对 于 某 个 与 B 同心 的 球 Bi, Е 8NB! 中 ， 有 w=0。 
证 通过 利用 平 黎 、 旋 转 和 变换 尺度 ， 能 够 假定 球 B 的 中 
心 在 原点 ,半径 为 1， 且 x*= (1，0,…，0)。 能 够 证 明 ， 条件 
(4.4), (4.5) 通过 上 述 变换 是 保持 的 。 如 果 有 必要 ， 截 短 2 以 
便 使 它 有 界 ， 通 过 关于 B 的 边界 的 反射 ，9 的 象 完 全 位 于 球体 
内 。 微 分 方程 取 这 样 的 形式 


-ou 
Lu= > 9-5 = g(y, и), 


此 处 8 满足 Lipschitz ЖЕНЕ Qi 满足 关系 〈4.5)。 点 x° 在 
反射 之 下 仍然 固定 ， 并 且 Q 的 象 在 x° 处 是 严格 西 的 ， 即 支 集 
(Support) 的 超 平面 {xi = 1} 仅 在 {x°} 与 互相 交 。 可 以 证 明 ， 
FEA U.D 对 于 所 有 B>B 成 立 ， 此 处 B, 仅仅 依赖 于 维 数 

K。 由 此 可 知 ， 对 于 中 心 在 x, 的 某 个 球 B/， 在 2n B' 中 ,w= 0, 
Ж жид (4.0 的 解 ， 此 处 系数 满足 (4.5), 且 
如 果 在 Q 的 某 个 开 集 上 ，w = 0， 则 在 2 rh, u= 0。 : 
这 些 结果 可 以 应 用 于 一 些 特 殊 的 高 阶 的 情况 。 
例 4.1 给 定 


k 
(4.8) Аф= Y 10. = g(x, $, уф), 
š#=1 


引入 新 的 未 知 数 
u= ф, и: = (i= 1, 2,.., k), 
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我 们 可 得 超 定 组 


a 
>. =uj(j=1, 2,--,k), 
| б 21-0 G, j= 1, 2,56, № >j), ` 


书写 上 式 为 〈4.4) ЖА, ЖИ: (4.5) 看 成 是 满足 的 。 因 此 ， 可 
知 唯一 连续 性 质 对 于 (4.8) 成 立 。 
例 4.2 给 定 
Аф = g(x, $, УФ, Аф, У(4$)). 
通过 置 
u=, Ui= Ó, 1=1, 2,--k, 
uka Аф, uka+j= (Аф), j= 1, 2,5, k, 
我 们 实现 次 数 的 简化 ， 则 得 到 一 阶 超 定 组 


Mo, Qui _ 9; _ = 二 
Эх 4” Әх a 0 b EL 2w, k i>), 


k 
+ 


ди А 
Эх, = ина)» j=l, 2, К, 


У З= ща 


(4.9) 
ди, і ди Р 
а ткр n+l+j — 0, i, j=1, 2, k; i>j, 


k 
= usta g(x, u), 
j- 


如 果 我 们 以 &= (uo, uo, Ur) 表示 向 量 u， 则 (4.9) 组 能 
够 写成 矩阵 形式 


k 
D Pi gio, w, 
$ 
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此 处 
P; 0 
Pel, ВІ 
并 且 P) 和 上 述 例子 中 的 相同 ， 因 此 ， 能 够 证 明 
Аф= g(x, $, УФ, 4$, V (4$)) 

也 满足 唯一 连续 原理 。 

还 可 以 证 明 ， 以 下 的 最 大 模 原理 。 

定理 4.6 假定 w= (ui, Um Q 中 的 二 阶 一 致 椭 图 组 


no m n 
Lui= У (х) 24 + УС: (х)и;= 0, 
34 Әх; j-i 


1-1 


(4.10) 1, 1 =, т, 


ш 2: 
L= x= ai;(x) EIA 


的 一 个 解 ， 另 外 , 假定 这 里 的 系数 是 有 界 复 值 函数 , 则 存在 一 个 仅 
УВЕ ЛОМ ЖЖЕНИЕ К>0, 使 得 ,如 果 “是 Q 中 的 一 个 


EC 函数 ， 则 аји = ау lu ERE aLa- 2a *(AVa) Va 
11 


>K 的 任何 点 x 处 不 能 达到 正 最 大 值 ， 这 里 A= (а) 是 工 的 主 
要 部 分 的 系数 矩阵 。 

作为 这 个 定理 的 一 个 实例 ， 让 我 们 研究 形 如 
(4.11) > Ри = Qu 
的 一 阶 组 ， 此 处 & = (4,…，um) 是 一 个 行 向 量 ,并 且 mxm Ж ВЕ 
P.G=1, 2, =, Ю 和 Q 有 复 值 的 定义 于 一 个 域 OCR 中 的 C: 
支 量 。 另 外 ， 让 我 们 假定 这 个 解 是 Q 中 的 复 值 C: 一 函数 ， 设 我 
们 可 以 按 方 式 
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(4.12) (5 Вас 2 X> Ра”) IL+S 


选取 mxm НЕЕ Ri(i=1，2,…,k), 此 处 1 是 mxm 单位 矩阵 。 
而 工 正 如 在 上 述 定理 中 所 说 那样 是 2 阶 椭 贺 算 子 ， 且 5S 是 一 个 
小 于 二 阶 的 矩阵 算 子 ， 那 么 ， 从 定理 〈4.9) 可 得 关于 (4.11) 
的 最 大 值 原理 成 立 。 

“让 我 们 通过 均 分 (4.12) 的 主要 部 分 研究 (4.12)。 由 此 可 
得 矩阵 Ri 必须 满足 方程 
ВР: + RiP;= 24а, 1, і), 
К;Р; = aiil, 
ЖИВУ Ж, ЕЕ A= (aii) 是 对 称 的 ， 另 外 4 满足 一 致 椭 Ш 
ФЕ, Жр, 对 于 某 个 常数 Co>0， Vy= (Yi Ys YYER, A 


(4:13) { 


k 


k 
> aij(x)yiy;>C, у, у. 


可 以 证 明 ， 通 过 K (sQ m) 大 于 或 等 于 2， 能 够 区 分 方程 组 

(4.11) 是 什么 类 型 的 。 当 有 实 的 主要 部 分 时 ，m = 2 且 k>2 的 
情况 不 是 椭圆 型 的 。 当 m, k 都 是 2 时 ，〈4.11) 能 够 表 示 成 一 
个 Cauchy-Riemann 组 的 形式 。m>>2 和 k=2 的 情况 ， 导 出 
Dougl:s 组 。 因 此 ， 我 们 进一步 限制 讨论 m>2，k>2 的 情况 。 
首先 ， 能 够 证 明 ， 如 果 Ri 存在 ， 则 组 (4.11》 是 椭圆 型 的 。 以 
实 标量 МА, В (4.13) 并 且 求 和 ， 得 到 


。 eX, ам a) 5 (RiR; + RIR NM 


-1 


(ма) Ав). 
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因为 A 是 正定 的 ,可 得 det( 5” АР) +0, RENER EF, 


因此 ， 我 们 断定 (4.11〉 是 椭圆 型 的 。 

还 可 以 证 明 ， 对 于 一 个 给 定 的 KR， 有 一 些 关 于 m 值 的 严格 限 
制 ， 对 于 它 椭 贺 组 存在 。 令 RC(m)， (С(т)) 是 使 得 对 于 所 有 不 
全 为 零 的 Xi 有 det( DNP +0 03: (Я) mx m EEP, s Pk} 
的 最 大 数 。 如 果 置 m= (20+1)20, b=c+ 4d, 此 处 a, b, с, d 
是 非 负 整数 ，0 和 c< 4， 则 

К(т) =2°+ 8d, C(m) = 2°+ 2, 

作为 这 个 结果 的 一 个 实例 ， 我 们 注意 到 在 多 于 2 个 无 关 变 量 情 
况 下 的 6，10，14，18,… 个 方程 的 实 一 阶 椭 贺 组 是 不 存在 的 。 
另 一 方面 ， 如 果 〈4.1) 是 椭圆 型 的 ， 则 能 够 找到 和 矩 阵 Ri(i=1， 
…，K) 使 得 (4.13) 成 立 。 这 些 矩 阵 的 定义 等 价 于 存 在 满足 条 
件 

Q. Q;= - 9:0, i=j, 

Q:= -Ti=2，3，…， 
Ютхт Ж Qs,…，Q 的 一 个 集合 , ЖА, 每 个 Pi 是 Qi 的 
一 个 线性 组 合 。 和 矩阵 1，0: …，@x 形成 一 个 与 平方 形式 ~ G+ 
tD 有 关 的 Clifford 代数 的 基底 ， 显 然 ,对 于 这 些 Clifford 
代数 它 有 可 能 确定 一 阶 椭 贺 组 ， 对 于 它 最 大 值 原理 成 立 。 
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本 节 我 们 主要 讨论 具有 解析 系数 的 高 阶 椭圆 组 的 函数 论 。 
НЕМ: 


N 
(5.1) Уши) = fi, i=1,, М, 
1-4 
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此 处 每 个 Li; 是 形 如 
L= У ay(x)De 


а <mij 


的 微分 算 子 。 在 这 里 我 们 采用 通常 的 约定 


g'e 


а= (а, --., an), 1а1= 5а, р тад 


ЭН Бе = Ier. ЖУ Li; 的 特殊 多 项 式 是 
©:36х, 5) = У) ая, 1<i, j<SN, 


а`-ті} 
ОЕ ЖЖ о: 是 实 值 ， 组 (5.1) чиња o, Tü BL 4 f 
051,551, tists tn 使 得 si+tj=mij,， 并 且 对 EER" {0} 有 
det(Qij(x，)) 头 0。 我们 说 组 (5.1) 在 一 个 域 久 中 是 炳 轿 型 的 ， 
如 果 它 在 包 的 每 一 点 是 椭圆 型 的 。 

在 假定 of 是 x 的 实 解析 函数 的 情况 下 ， 可 以 证 N, XFA 
足 Douglis-Nirenberg 椭圆 型 定义 的 高 阶 椭圆 方程 组 的 一 个 基本 
解 的 局 部 存在 性 ， 即 对 于 一 个 于 @ 中 的 椭圆 算 T EL RE 
每 个 xE @ 的 邻 城中 能 够 找到 一 个 在 QGx O- i, y) h A H 
ËJ МХМ ЕЕ (kil(x，?))， 使 得 


N 
- xu. | ka, Whi(y) dy= diihi(x), 
"1 


1, 41=1, 

此 处 s=; ш ikl, 
N 

(5.1) 的 伴随 组 是 2 1500) = 0， 这 里 
J=1 


(5.2) 15= У) (-1)* ра (х), 


а <mij 
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假定 8$ = 01у. ЖН 1 = max;t;, s=min;js;, MJ s*=ti-—-t, 
tf =sj+t, tt=t, J| Green E#E, # 
|, VOLU - uG015(6G0)4x 


=f Mij(u(x), u(x))do;, 


此 处 M5 EES т, 1 ЖЭ T u ft o BJ REN. НЯ 
(5.2) 的 基本 解 (k;i(x, У) a*l, y))= (Куб, y)) 给 
я. 

РА Е ВОЕН (5.1) 在 点 x 的 特征 向 量 ， 如 果 

det(Qi;(x, &)) = 0. 

一 个 面 在 x 是 特征 的 ， 如 果 它 的 法 向 量 是 特征 的 。 可 以 证 明 以 下 
广义 Cauchy-Kowalewski 定理 。 

定理 5.1 假设 (5.1) 的 系数 在 域 久 中 是 解析 的 ， 置 Li; 的 
阶 是 si+t; 并 且 令 S 是 名 中 的 解析 、 正则 n-1 维 流 形 ， 则 在 S 
的 每 个 非特 征 点 x%， 存 在 一 个 邻 域 U(x。) (使 得 能 够 找 到 依赖 于 
№ 的 数 7; 和 S 的 法 向 ， 满足 max(0， t;+s)<r,;<t;), 使 得 在 邻 
U(x) rB, Cauchy 问题 


N 
210и) =1 在 U(xo) 中 ， 
-1 


人 Om 0<k<r,-1, jabe, N 在 SNUGx) 中 ， 
是 唯一 可 解 的 ,这 里 号 S 的 法 向 量 , 并 且 G; АНЖЕ HAR. 
当 方 =0 时 ， 没 有 任何 数据 能 够 是 确定 的 ， 而 r; 只 能 在 指定 的 界 
限 内 变化 ， 比 较 精确 地 确定 它 是 不 可 能 的 。 然 而 却 有 Угу = m 成 
立 ， 此 处 m 是 这 个 组 的 阶 . 

作为 Cauchy-Kowalewski 定理 的 推论 ， 可 以 证 明 ， 

推论 5.1 如果 系数 和 组 〈5.1) 的 右边 在 一 个 城 @ 中 是 解 
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析 的 ， 则 每 个 满足 由 EC5(G@)) 的 解 也 是 解析 的 。 

在 以 上 这 些 结论 的 基础 上 ,可 以 证 明 关于 在 某 个 给 定点 x, 的 
一 个 邻 域 U(xo) H, (5.1) 的 解 的 Cauchy 积分 表示， 并 且 还 
有 Cauchy 定理 。 

以 下 给 出 Taylor 展开 和 Laurent 展 开 定理 。 


N 
定理 5.2 Bit BAL Lj (uj) =0, 1=1, 2, NA 
1=! 


解析 系数 ， 则 在 x, 的 某 个 邻 域 U 中 ， 对 每 个 多 重 指数 ， 都 存 
在 一 个 矩阵 解 Ye(x，xo) = (NECX, х)), ЖЕНИ 贺 组 的 每 个 解 
uj 能 够 用 一 个 在 U 中 一 致 收敛 且 逐 项 无 限 次 可 微 的 级 数 表 
示 ， 即 


N а, 
шод = 7 у -Go ура, j= (在 


I=) ta 20 

U), 

定理 的 证 AAA T J R EVA x) 满足 Cauchy 数据 

(data) 
Deui(xo)810ceoil，j = 1，N， 

这 样 一 个 事实 。 

以 上 定理 能 够 看 作 是 复 分 析 Taylor 定理 的 推广 ， 例 如 在 这 
个 情况 下 ， 我 们 能 够 取 xX =x, x,=y, Lu = 9/9x, L= -3/3y， 
L, = 9/9y，L,=9/3x。 阶 数 条 件 则 由 取 s1=s,=0，t.=t,=1 而 
满足 。 


N 
定理 5.5 如 果 椭 贺 组 J, Li; (wj) = 0 有 解析 系数 ， 则 在 
j") 


х, 的 某 个 有 空洞 邻 域 U (x) rh, Е Ur (xO) 中 解析 的 解 ， 能够 
展 成 一 个 一 致 收敛， 逐 项 无 限 多 次 可 微 的 级 数 
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N N 
шоо) = Yl У) СУ (x, x.) + >， У dəakDfkik(x, z)| zo 
o 


К-1 'a'>0 k=1 .Biz0 


这 里 v 和 是 在 上 述 定理 中 叙述 的 解 ， 而 VXe 对 应 于 伴随 组 ， 并 且 
Laurent 系数 由 公式 
Са = Hf O DO Myy), Diku(z, x)|,-x)ds, 


"Pis 


dok = Нед, МЫ, У (х, х)) 4$ 
给 定 ， 此 处 选取 上 使 得 (1х xolu} cU’ (xo, 

还 可 以 证 明 ， 上 述 Taylor 展开 和 Laurent 展开 的 唯一 性 。 

关于 齐 次 组 (5.1) 的 解 的 零点 有 如 下 定理 ， 

定理 5.4 Фия (5.1) EU) 中 的 一 个 解 ， 它 在 x 处 
有 一 个 零点 。 即 全 部 4 的 分 量 在 x。 有 tj+pj>0 阶 零点 , + 
P= minipj， 并 设 uoj JÉ u; 的 开始 展开 式 的 二 + p 次 齐 次 多 项 式 ， 
则 w = (ио, ua) 是 借助 于 取 G.1) 的 主要 部 分 和 代 之 以 
x= x, 而 得 到 的 常 系数 微分 方程 的 解 。 
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